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அத்தியாயம்‌ 1 
மெய்யெண்கள்‌ கணித முறை 


கணித அமைப்புகளில்‌, மெய்யெண்களின்‌ அமைப்பு அழகான 
அமைப்புகளில்‌ ஒன்றாகும்‌. மெய்‌ பகுப்பாய்வியல்‌ என்ற கணிதப்பிரிவு முழுவதும்‌ 
மெய்யெண்களின்‌ அமைப்பில்‌ தான்‌ உள்ளது. ஒருங்கல்‌, தொடர்ச்சி என்பவை 
பகுப்பாய்வின்‌ இரு அடிப்படை தத்துவங்களாவன. வகையிடல்‌, தொகையிடல்‌ 
என்பவை பகுப்பாய்வு இயலின்‌ அடிப்படைச்‌ செயலிகள்‌. இங்கு, எண்ணத்தக்க, 
எண்ணிட முடியாத கணங்களையும்‌, யாப்பு வெளிகளில்‌, கச்சித கணங்கள்‌, செவ்விய 
கணங்கள்‌ மற்றும்‌ இணைந்த கணங்கள்‌ ஆகியவைகளையும்‌ பற்றி காண்போம்‌. 
முதலில்‌, அடிப்படை பண்புகளைக்‌ காண்போம்‌. 
1.1. அடிப்படைத்‌ திணை இயல்‌ 
1.1. வரையறை 
8 என்பது ஏதேனும்‌ ஒரு கணம்‌. 5-ல்‌ வரிசை என்பது ௩ எனக்‌ 
குறியிடப்பட்டு, பின்வரும்‌ பண்புகளை நிறைவேற்றும்‌ ஒரு உறவு. 
(1) 3968 எனில்‌, X<y, 0, 3] <x என்பனவற்றில்‌ ஏதாவது ஒன்று 
மட்டும்‌ பொருந்தும்‌. 
(1) xy,zeS,x<y மற்றும்‌ ர <z எனில்‌, % 2. 
“37 என்பது, ர “ ஐ விட % குறைந்தது என்று வாசிக்கப்படும்‌. 
XY என்பதற்குப்‌ பதிலாக, ர 2 % எழுதப்படும்‌. 
X<y ஆனது % <y அல்லது % ௪ y என்பதைக்‌ குறிக்கும்‌. 
1.2. வரையறை 
$ என்ற கணத்தில்‌ வரிசை வரையறுக்கப்பட்டுள்ளது எனில்‌, 5 ஆனது 


வரிசைப்படுத்தப்பட்ட கணம்‌' எனப்படும்‌. 


மிமய்பயெண்‌ பகுப்பியல்‌ 2 


விகிதமுறு எண்களின்‌ கணம்‌ 0 ஒரு வரிசைப்படுத்தப்பட்ட கணம்‌. 
1.3. வரையறை 

$ ஒரு வரிசைப்படுத்தப்பட்ட கணம்‌. C5 என்க. அனைத்து %€13-க்கு, 
065 என்பது % ௩ [8 என அமையுமானால்‌, £ ஆனது மேல்‌ வரம்புடையது 
என்போம்‌. [3 என்பது E-ன்‌ மேல்வரம்பு எனப்படும்‌. 

[ன்‌ ஒவ்வொரு உறுப்பு நாக்கும்‌ % 2 4 என்றவாறு ர என்ற எண்‌ 
இருக்குமானால்‌, £ ஆனது கீழ்‌ வரம்புடையது என்போம்‌. ஏ ஆனது நான்‌ 
கீழ்வரம்பு எனப்படும்‌. 

1.4. வரையறை 
5 ஒரு வரிசைப்படுத்தப்பட்ட கணம்‌. ௩5 மமெல்வரம்புடையது.. 
(1) 0 என்பது ௩ “ன்‌ ஒரு மேல்வரம்பு. 
(1) ஏ ௩ ௮ எனில்‌, 4 ஆனது த -ன்‌ மேல்வரம்பாக அமையாதவாறு 0€5 
இருந்தால்‌, 0-ஐ தன்‌ மீச்சிறு மேல்வரம்பு (1௮5! பறற 0௦00) என்போம்‌. 
மீச்சிறு ேல்வரம்பை 1ம்‌ அல்லது 5யறழ எனக்‌ குறியிடுமவாம்‌. ௨ ௪ பற E 
இதைப்போலவே, 5 என்ற வரிசைப்படுத்தப்பட்ட கணத்தின்‌ உட்கணம்‌ ௧ 
கீழ்வரம்புடையது, 
(1) ௦ என்பது “ன்‌ ஒரு கீழ்வரம்பு. 
(1) y > ௦ எனில்‌, ர ஆனது ஆ-ன்‌ கீழ்வரம்பாக அமையாதவாறு ௧5 
இருந்தால்‌, “ஐ நன்‌ மீப்பெரு கீழ்வரம்பு (ஓரeatest lower bound) 
என்போம்‌. 

மீப்பெரு கீழ்வரம்பை ஜ[॥ அல்லது நாரீ எனக்‌ குறியிடுவோம்‌. 6 ௪ றீ E 
1.5. எடுத்துக்காட்டு 

E = {l/n: n= 1,2, 3,...} எனில்‌ பற E = 1 EE, inf E = 0 gE. 
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1.6. வரையறை 
5 ஒரு வரிசைப்படுத்தப்பட்ட கணத்தில்‌, C5 மவெற்றற்ற வரம்புடைய 
கணம்‌ மற்றும்‌ வறக எனில்‌, 5 ஆனது மீச்சிறு மேல்வரம்பு பண்பைப்‌ 
பெற்றிருக்கிறது என்போம்‌. 
1.2. புலங்கள்‌ (ields) 
1.7. வரையறை 
ஒரு புலம்‌ என்பது, கூட்டல்‌ மற்றும்‌ பெருக்கல்‌ என்ற ஈருறுப்பு செயலிகளுடன்‌ 
கீழ்க்கண்ட புலம்‌ உரைகோள்களை நிறைவேற்றும்‌ என்ற கணம்‌ ஆகும்‌. 
(A) கூட்டலின்‌ உரைகோள்கள்‌ 
(௧1) xeF, ye¥Y எனில்‌, Xx + yeF 
(4.2) கூட்டலின்‌ பரிமாற்று விதி: அனைத்து X; ரக்‌ க்கு, 3-3 % 
(A3) கூட்டலின்‌ சேர்ப்பு விதி: அனைத்து %, 3, 2€F க்கு, 


(x+y) +z x+(Y +2). 
(A4) அனைத்து %6]:-க்கு, 061” என்ற உறுப்பு ௬10௪01 எனத்‌ 
தோன்றும்‌. 
(45) ஒவ்வொரு X௧F-க்கு ஏற்ப, -%€1” என்பது % *(-3) - 0 எனத்மதான்றும்‌. 
(M) பெருக்கலின்‌ உரைகோள்கள்‌ 
(M1) xeF, yeF எனில்‌, அவைகளின்‌ பெருக்கல்‌ Xy கF. 
(M2) பெருக்கலின்‌ பரிமாற்று விதி: அனைத்து %, 3€1*-க்கு, XY * Y%. 
(M3) பெருக்கலின்‌ சேர்ப்பு விதி: அனைத்து ௩, ), 2கF-க்கு, (6)2- X(y2). 
(M4) அனைத்து %€]*-க்கு, 1க௪ (1௪0) என்ற உறுப்பு 1X - % எனத்‌ 
மதான்றும்‌. 
(M5) xeF, x # 0 எனில்‌ 1/%௪1 என்ற உறுப்பு %(1/%) - 1 எனத்‌ 


மதான்றும்‌. 
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(D) பங்கீட்டு விதி 

அனைத்து %,3, EF க்கு, (372) = Xy + XZ. 
1.8. வரையறை 

வரிசைப்படுத்தப்பட்ட புலம்‌ ஈ என்பது வரிசைப்படுத்தப்பட்ட கணமாகவும்‌, 

பின்வரும்‌ பண்புகளை நிறைமவற்றும்‌ புலம்‌ ஆகவும்‌ அமையும்‌. 
(i) x,y,z€F, y ₹2 எனில்‌, XTy<X+Z 
(ii) x,yeF,x>0,y>0 எனில்‌, Xy > 0. 

2 0 எனில்‌, % மிகை எனவும்‌, % ௩ 0 எனல்‌, % கு றை எனவும்‌ 
அழைக்கப்படும்‌. 

எடுத்துக்காட்டாக, விகிதமுறு எண்களின்‌ கணம்‌  வரிசைப்படு த்தப்பட்ட 

புலம்‌. 
1.9. மெய்யெண்களின்‌ புலம்‌ 

மீச்சிறு மேல்வரம்பு பண்பினைக்‌ கொண்ட வரிசைப்படுத்தப்பட்ட புலம்‌ 15, 
மெய்யெண்களின்‌ புலம்‌ ஆகும்‌. மேலேக்‌ கண்ட, விகிதமுறு எண்களின்‌ கணம்‌ 0 
ஆனது R-ன்‌ உட்புலமாக அமையும்‌. 

R-ன்‌ உறுப்புகள்‌ மெய்யெண்கள்‌ எனப்படும்‌. 
விரிந்த மெய்யெண்‌ தொகுப்பு 
(Extended Real Number System) 
1.10. வரையறை 

விரிந்த மெய்யெண்‌ தொகுப்பு ஆனது ௩ என்ற மெய்பெண்‌் புலத்தையும்‌ * ௦ 
மற்றும்‌ - என்ற இருகுறிகளையும்‌ பெற்றிருக்கும்‌. 

R-ன்‌ வரிசையின்‌ படி அனைத்து ER க்கு -௦ ௩ X ௩ 7120 என 


வரையறுக்கப்படும்‌. 
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விரிந்த மெய்யெண்‌ தொகுப்பின்‌ ஒவ்வொரு உட்கணத்தின்‌ மேல்வரம்பு 1௦ 
ஆகும்‌. மேலும்‌, ஒவ்வொரு வெற்றற்ற உட்கணமும்‌, மீச்சிறு மேல்வரம்பைப்‌ 
பெற்றிருக்கும்‌. விரிந்த மெய்யெண்‌ தொகுப்பு ஒரு புலம்‌ அல்ல. 
மெய்ப்புனை புலம்‌ (Complex Field) 

1.11. வரையறை 

மெய்ப்புனை எண்‌ என்பது, மெய்யெண்களின்‌ வரிசைப்படுத்தப்பட்ட இரட்டை 
(8, %) ஆகும்‌. அதாவது, ௨ ச b எனில்‌, (பூ 0) மற்றும்‌ (6, 8) என்பன 
பவெவ்பவேறானவை. 

X = (a, b), y (0, 4) என்பன மெய்ப்புனை எண்கள்‌. ஏ y ஒ ௮ C, 
be ஏ 
xty=(a+c,b+d), xy = (ac - bd, ad + bc) என வரையறுக்க. 

இந்த கூட்டல்‌ மற்றும்‌ பெருக்கலைப்‌ பொறுத்து, மெய்ப்புனை எண்களின்‌ 
கணம்‌ ஒரு புலம்‌ ஆகும்‌. இது C எனக்‌ குறிக்கப்படும்‌. 0, 1 என்பன முறையே, 
இங்கு (0, 0) மற்றும்‌ (1, 0) ஆகும்‌. பூ 6) என்ற குறியீடு ௨ * 10 என்ற 
மெய்ப்புனை எண்ணைக்‌ குறிக்கும்‌. 12 ௪ -1 ஆகும்‌. ௪௨4 ம எனில்‌, 28-10 
ஆனது 2-ன்‌ இணையிய எண்‌ (௦ரர்யஓக€) எனப்படும்‌. மேலும்‌. ச-ன்‌ தனி மதிப்பு 
(absolute value) [ச = (z z) என வரையறுக்கப்படும்‌. 
1.12. ஸ்குவார்ஸ்‌ சமனின்மை (Schwarz inequality) 


81, 8, பெ மற்றும்‌ 00, 02, ...,0; என்பன மெய்ப்புனை எண்கள்‌ எனில்‌, 


திதி தபர. 


நஸ்ரி வெளிகள்‌ 


2 








1.13. வரையறை 
ஒவ்வொரு மிகை முழு எண்‌ க்கு, R£ என்பது வரிசைப்படுத்தப்பட்ட 
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ஏ (38), 362, ..., 1) என்ற அமைப்பில்‌ உள்ள உறுப்புகளின்‌ கணம்‌. %।, 32, ....%% 
என்பன மெய்யெண்கள்‌. இவை, %-ன்‌ ஆயக்கூறுகள்‌ எனப்படும்‌. R*-ன்‌ உறுப்புகள்‌, 
புள்ளிகள்‌ அல்லது திசையன்கள்‌ (& > 1) எனப்படும்‌. 
y = மூடி32, .... Yk) மற்றும்‌ ௦ மெய்யெண்‌ எனில்‌, 

x ty போடி கடும, OX = (OK, ....., OXK). 

எனவே, % * yeR’ மற்றும்‌ 0215”. இவைகள்‌ திசையன்‌ கூட்டலையும்‌, ஒரு 
திசையனின்‌ மெய்யெண்‌ பெருக்கலையும்‌ வரையறுக்கிறது. இந்த இரு செயல்களும்‌ 
R*-ஐ மெய்யெண்‌ புலத்தின்‌ மேல்‌ ஒரு திசையன்‌ வெளியாக (vector Space) 


மாற்றுகிறது. 


kK 
பூர ன்‌ உள்‌ பெருக்கல்‌ ஏ. - 5” x,y, என வரையறுக்கப்படுகிறது. 
1--] 
1/2 
| 1/2 ட்‌ 2 
ு-ன்‌ அலகை (01) [| =(x.Xx) =| >. X; 
1] 


மேற்கண்ட உள்பெருக்கல்‌ மற்றும்‌ அலகையுடன்‌ கூடிய திசையன்‌ வளி R' 
ஆனது யூக்ளிடின்‌ $-மவளி என அழைக்கப்படும்‌. 
உ, 3, 2615, 00 மெய்யெண்‌ எனில்‌, 
(a) 420 
(b) ௩0 %௩-0 
(௦) 1020-0120 
(dQ) Ix.y[<[xl.lyl 
(6) Ix+yl<{xi+ly 
ம Ix-z<ix-yl+|y- al 
குறிப்பு 
₹' (மெய்யெண்களின்‌ கணம்‌) என்பது வழக்கமாக கோடு என்றும்‌, 15” என்பது 


தளம்‌ அல்லது மெய்ப்புனை தளம்‌ என்றும்‌ அழைக்கப்படும்‌. 
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1.3. முடிவுள்ள, எண்ணத்தக்க மற்றும்‌ எண்ணிடமுடியாத கணங்கள்‌ 
1.14. வரையறை 

A மற்றும்‌ B என்ற இரு கணங்களை எடுத்துக்கொள்க. ஒவ்வொரு % க A-க்கும்‌ 
ஒரு குறிப்பிட்ட உறுப்பு ரB- ஐ இணைக்கும்‌ பிதொடர்புக்குச்‌ சார்பு என்று பெயர்‌. 
1 ஒரு சார்பு எனில்‌, 3-ஐ ) ௪ 1(%) என்று எழுதுவது வழக்கம்‌. 

கணம்‌ கA-ஐ 1-ன்‌ எண்‌ அரங்கம்‌ (அல்லது 1 ஆனது கல்‌ 
வரையறுக்கப்பட்டுள்ளது) எனவும்‌, £(%) என்ற உறுப்புகள்‌ 1*ன்‌ மதிப்புகள்‌ எனவும்‌ 
அழைக்கப்படும்‌. ரன்‌ அனைத்து மதிப்புகளின்‌ கணம்‌, 1-ன்‌ லீச்மில்லை என 
அழைக்கப்படும்‌. 
1.15. வரையறை 

A, B என்பன ' இரு கணங்கள்‌. 1 என்பது A, B இவைகளை இணைக்கும்‌ 
சார்பு. ECA எனில்‌, £(E) = (100): xகE}. மேலும்‌, (11) ஆனது 1-ன்‌ கீழ்‌ நொன்‌ 
பிம்பம்‌ என அழைக்கப்படும்‌. எனவே, £-ன்‌ வீச்செல்லை 1(,&) B ஆகும்‌. 
[(A) - B எனில்‌, ரீ மேல்சார்பு எனப்படும்‌. 

ECB எனில்‌, f'(E) = {xeA: f(x)eE}. f(E) ஆனது, ரன்‌ கீழ்‌ 1*ன்‌ 
மநர்மாறு பிம்பம்‌. ரகB எனில்‌, 1) = {x€<A: f(x) = y}. 

ஒவ்வொரு eB க்கும்‌, ர ()-ல்‌ A-ன்‌ அதிகப்பட்சமாக ஒரே ஒரு உறுப்பு 
இருப்பின்‌, £ ஆனது ஒன்றுக்கொன்றான சார்பு எனப்படும்‌. 
1.16. வரையறை 

A யிலிருந்து B-க்கு ஒன்றுக்கொன்றான மமல்‌ கோர்த்தல்‌ இருக்குமானால்‌, 4A 

மற்றும்‌ B இவைகள்‌ ஒன்றுக்கொன்றான ஒத்தியைபில்‌ இருக்கிறது என்போம்‌. (A 


and B are isomorphic), அல்லது A மற்றும்‌ B_ இவைகள்‌ சமமான 
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மிசவ்வெண்களைப்‌ (Cகொறக! Numbers) பெற்றிருக்கும்‌... சுருக்கமாக, A மற்றும்‌ B 
ஆகியன சமானமானவை. இது A ௬ B என எழுதப்படும்‌. 
1.17. வரையறை 
1] என்ற ஏதாவதொரு மிகை முழு எண்ணிற்கு, ], என்பது 1, 2, ... 

இவைகளை உறுப்புகளாகக்‌ கொண்ட கணம்‌. ] என்பது அனைத்து மிகை முழு 
எண்களையும்‌ மகொண்ட கணம்‌ என்க. A ஆனது ஏதேனும்‌ ஒரு கணம்‌. 
(அ) A ஒரு பெற்றுக்கணம்‌ அல்லது A ஆனது J, உடன்‌ ஒன்றுக்கொன்றான 
ஒத்தியைபில்‌ இருக்குமானால்‌, A முடிவுள்ள கணம்‌ (நற 561) எனப்படும்‌. 
(ஆ) A முடிவுள்ள கணம்‌ இல்லை எனில்‌, முடிவிலா கணம்‌ (:ninite 5௦4) 
எனப்படும்‌. 
(இ) A ஆனது ]-உடன்‌ ஒன்றுக்கொன்றான ஒத்தியைபில்‌ இருக்குமானால்‌, A 

எண்ணத்தக்க கணம்‌ (countable set) எனப்படும்‌. 
(ஈ) A முடிவுள்ளதாகமவோ, எண்ணத்தக்கதாகவோ அமையவில்லை எனில்‌, A 

எண்ணிட முடியாத கணம்‌ (பC௦ய£௮ble set) எனப்படும்‌. 
(௨) முடிவுள்ளது அல்லது எண்ணத்தக்கது எனில்‌, A அதிகபட்ச எண்ணத்தக்க 

கணம்‌ (௮atmost countable set) எனப்படும்‌. 

எண்ணத்தக்க கணங்கள்‌, முடிவிலா எண்ணத்தக்க கணங்கள்‌ எனவும்‌ 

அழைக்கப்படும்‌. 

1.18. எடுத்துக்காட்டு 

(அ) அனைத்து முழு எண்களின்‌ கணம்‌ எண்ணத்தக்கது. 

(அ) &-(0,1,-1,2-2,3.-3....! எனில்‌, ] அ A என்ற சார்பு 

f(n) = | n/2, ( ௩ இரட்டை எண்‌) 
| (n-1)/2 ( 1) ஒற்றை எண்‌) 


7 மிமய்யெண்கள்‌ கணிதமுறை 


என வரையறுக்கப்பட்டுள்ளது எனில்‌, 1 ஒன்றுக்கொன்றான மல்‌ சார்பாக அமையும்‌. 
எனவ, A எண்ணத்தக்க கணம்‌ ஆகும்‌. 
1.19. வரையறை 
] என்ற அனைத்து மிகை முழு எண்களின்‌ கணத்தில்‌ வரையறுக்கப்பட்ட சார்பு £ 
ஆனது தொடர்‌ வரிசை அல்லது ஒழுங்கு வரிசை (5€ஏப€C€) எனப்படும்‌ 
f(n) = ௩, €] எனில்‌, 1 என்ற தொடர்வரிசை 17 அல்லது 
ந ச்‌ ஒல வல்‌ 1 எனக்‌ குறிக்கப்படும்‌. 1-ன்‌ மதிப்புகள்‌, அதாவது 36) என்ற 
உறுப்புகள்‌, தொடர்வரிசையின்‌ உறுப்புகள்‌ என அழைக்கப்படும்‌. A ஒரு கணம்‌, 
HEA, V ne] எனில்‌, {௩} என்பது A-ல்‌ தொடர்வரிசை எனப்படும்‌. 
தொடர்வரிசையின்‌ உறுப்புகள்‌ 3, %2, ... என்பன வெவ்வேரானவையாக அமைய 
வேண்டிய தேவையில்லை. 
குறிப்பு; 
ஒவ்வொரு எண்ணத்தக்க கணமும்‌, J-ல்‌ வரையறுக்கப்பட்ட 
ஒன்றுக்கொன்றான சார்பின்‌ வீச்செல்லை என்பதால்‌, ஒவ்மவொரு எண்ணத்தக்க 
கணமும்‌, வெவ்வாறரான உறுப்புகள்‌ உடைய தொடர்வரிசையின்‌ வீச்செல்லை 
எனலாம்‌. அதாவது, எண்ணத்தக்க கணத்தின்‌ உறுப்புகள்‌, தொடர்வரிசையின்‌ 
உறுப்புகளாக வரிசைப்படுத்தலாம்‌. 7-ஐ பூஜ்யமற்ற முழு எண்களாக மாற்றியமைப்பது 
சில $நரங்கள்‌ வசதியாக அமையும்‌. 
1.20. தேற்றம்‌ 
எண்ணத்தக்க கணத்தின்‌ ஒவ்வொரு முடிவிலா உட்கணாமும்‌ 
எண்ணத்தக்கது. 
நிறுவல்‌: 


எண்ணத்தக்க கணம்‌ A, அதன்‌ முடிவிலா உட்கணம்‌ 1 என்க. 
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A-ன்‌ உறுப்புகளை, 14%) என்ற ஒழுங்குவரிசையின்‌ வெவ்வேறான உறுப்புகளாக 
வரிசைப்படுத்துக. (௩) என்ற ஒழுங்குவரிசையைப்‌ பின்வருமாறு அமைப்போம்‌. 


பப்‌ க! என்றவாறு உள்ளதில்‌, | மிகக்‌ குறைந்த மிகைமுழு எண்‌ என்க. 
Nk (K 2, 3, 4...) என்பனவற்றைத்‌ மதெர்ந்தெடுத்தபின்‌, ப cE, 


1).1- ஐ விடப்‌ பெரியதாக உள்ளதில்‌, 1 மிகக்‌ குறைந்த மிகைமுழு எண்‌ என்க. 


f(k) “Xp 2: 1, 2, 3, .... ) எனில்‌, E மற்றும்‌ ]-க்கு இடையிலான 


ஒன்றுக்மிகான்றான ஒத்தியைபாக 1 அமையும்‌. 
எனவ, 1 ஒரு எண்ணத்தக்க கணம்‌. 
குறிப்பு: 

எந்த ஒரு எண்ணிடமுடியாத கணமும்‌, எண்ணத்தக்க கணத்தின்‌ உட்கணமாக 
அமையாது. 
1.21. வரையறை 

A மற்றும்‌ (2 என்பன கணங்கள்‌ என்க. &-ன்‌ ஒவ்வொரு உறுப்பு 00 உடன்‌, 

இணைக்கப்பட்ட ஜோன்‌ உட்கணம்‌ ஆட என்க. 1$-ஐ உறுப்புகளாக உடைய கணம்‌ 
(1 எனக்‌ குறிக்கப்படும்‌. இது, கணங்களின்‌ கூட்டம்‌ அல்லது கணங்களின்‌ 
குடும்பம்‌ என அழைக்கப்படும்‌. 


1௨ என்ற கணங்களின்‌ மசர்ப்பு 5ஈ ( கழ 1%: 6130), குறைந்தது ஒரு 
aeA 


eA}. 
» 4 s » 11 
A — (1, 2. ௭ nt} எனில்‌, {Eg} ச கரி ந்‌, ல்‌ Ee”, மற்றும ஒ ன பு Em 
1]7]-- 
அல்லது 5 ஈ நப EU... உ உ எனக்‌ குறிக்கப்படும்‌. 


A என்பது அனைத்து மிகை முழு எண்களின்‌ கணம்‌ எனில்‌, 5- ப ட 
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ட என்ற கணங்களின்‌ வெட்டுக்கணம்‌ 


P= (\ Eg {x :xeE%, அனைத்து 06.4) அல்லது 
aeA 


n 
Pp i [) im ன்‌ E, (\ இ “5௦s (\ i ஆகும்‌. 
m” | 
பெ ரர 
A என்பது அனைத்து மிகை முழு எண்களின்‌ கணம்‌ எனில்‌, $-* (| சற: 
m1 


ANB வெற்றற்ற கணம்‌ எனில்‌, A, B என்பன ஒன்றையொன்று 
மிவட்டிக்கொள்ளும்‌ என்றும்‌, இல்லையெனில்‌, பொதுஉறுப்பற்ற கணம்‌ என்றும்‌ 
கூறப்படும்‌. 

1.22. எடுத்துக்காட்டுகள்‌ 

(அ) A என்பது மிகை முழு எண்களின்‌ கணம்‌. அனைத்து 1€ A-க்கு, 

E; = {i, 11, ..., itn, ..}. wala, ட 11,2 jE 12,3, <5 
எனவே, {1:,: 1A! என்பது கணங்களின்‌ குடும்பம்‌. 


இங்கு, |)].-(1,2....௩../- மற்றும்‌ ( ௧.௪0. 
iA icA " 


(ஆ A என்பது 0 ௩ % 1] என அமையும்‌ அனைத்து மெய்யெண்கள்‌ %-ன்‌ 
கணம்‌. அனைத்து Xத-க்கு [டி என்பது 0 ர & % என அமையும்‌ 
மிமய்யெண்கள்‌ ர-ன்‌ கணம்‌.. எனவே, 


(1) FcE>0<x<z<l 


(11) பு Es கக E, 
xEA 


(114) அனைத்து ர 5 0 க்கு % £y எனில்‌, 421, எனவே, 3 6 Px 
XE 


ஆகையால்‌, () £ட வெற்றுக்கணம்‌. 
XEA 
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மேலே கண்ட வரையறையைப்‌ பயன்படுத்தி, கீழேக்‌ கண்ட தேற்றங்களை எளிதாக 
நிறுவலாம்‌. 
1.23. தற்றம்‌ 
(௦: ௪A} என்பது கணங்களின்‌ கூட்டம்‌ எனில்‌, 


a MEE 


aeA aeA 
(அ) [3ப( [) I) [) (BUI) 
aeA ueA 


(இற (பு Ea) * ப (BNE) 
aeA aeA 
mf (UE N Eq 
EA = aeA ப 


ர (MN Eg புந 
ocA acA 


1.24. தூற்றும்‌ 
{Fh}, ௪1, 2, 3, ... என்பது எண்ணத்தக்க கணங்களின்‌ தொடர்வரிசை 


00 
எனில்‌, 5௪ (பூ ட, எண்ணத்தக்கது. 
n=] 


நிறுவல்‌: 
ட, 112, ... என்பன ஒவ்வொன்றும்‌ எண்ணத்தக்க கணங்கள்‌. எனவே, 


அவைகளின்‌ உறுப்புகளைக்‌ கீழ்கண்டவாறு எழுதலாம்‌. 


= { 2011, X12, X13; ஃடி Ans e+e } 
Es { 2021, X225 239 ட AD 7 
Fs க { 831-39, ஆ லை சிறுது அச } கல்ல 


இவ்வுறுப்புகளை முடிவிலா அணியாக எழுத, 
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ர்ச்‌ X14 


221 X22 OX M4 


இங்கு, 1-ஆவது நிரையில்‌ உள்ளவை 13_-ன்‌ உறுப்புகள்‌. இந்த அணியில்‌, 5-ன்‌ 
அனைத்து உறுப்புகளும்‌ உள்ளன. அம்பு குறியிட்டபடி, இந்த உறுப்புக்களை 
201 212, %21) 331, X22; X135 X14; 823) X32; Mal; வட்‌ (1) 
என வரிசைப்படுத்த முடியும்‌. 

(டல்‌ ஏதேனும்‌ இரு கணங்கள்‌ பொது உறுப்பைக்‌ பெகொண்டிருக்குமானால்‌, 
அவைகள்‌ ஒன்றுக்கு மேற்பட்ட முறையில்‌ (1)-ல்‌ அமையும்‌. 5-உடன்‌ 
ஒன்றுக்கொன்றான ஒத்தியைபில்‌ அமையும்‌ 1 என்ற மிகை முழு எண்களின்‌ கணம்‌ 
இருக்கும்‌. எனவே, 5 ஆனது அதிகபட்ச எண்ணத்தக்கது. 1) 6 5 மற்றும்‌ Ei 
முடிவில்லாதது ஆகையால்‌, 5-ம்‌ முடிவில்லாதது. எனவே, 6 எண்ணத்தக்கது, 

1.25. துணைத்தெற்றம்‌ 
A என்ற கணம்‌ அதிகபட்ச எண்ணத்தக்கது. அனைத்து ௦௫ A-க்கு, 8௨-ம்‌ 


அதிகபட்ச எண்ணத்தக்கது எனில்‌, 1“ |) Bடி- ம்‌ அதிகபட்ச எண்ணத்தக்கது. 
AEA 


1.26. தேற்றம்‌ 
A ஒரு எண்ணத்தக்க கணம்‌ எனக. B, = {(1, ..., வே: EA, 
ட¢ உ 1, 2, ..., ॥) என்க. உட, ..., நே என்ற உறுப்புகள்‌ வெவ்வேறானதாக இருக்க 


வேண்டிய அவசியமில்லை. எனில்‌, 8, எண்ணத்தக்கது. 
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நிறுவல்‌: 

இதனை, பன்‌ மீது தொகுத்தறிதல்‌ முறைப்படி நிறுவுவோம்‌. 1 - 1 எனில்‌, 
Bi - A. எனவே, 13) என்ணத்தக்கது. டட (1 ௪ 2, 3, 4, ...) எண்ணத்தக்கது 
என்க. Bநால்‌ உள்ள உறுப்புகள்‌ (0, 8), EB, A€A என்ற அமைப்பில்‌ 
இருக்கும்‌. ஒவ்வொரு நிலைத்த க்கு, (6, ௨) என்ற இணைகளின்‌ கணம்‌, & உடன்‌ 
ஓன்றுக்ககொன்றான ஒத்தியைபுடன்‌ அமைவதால்‌ அக்கணம்‌ எண்ணத்தக்கது. 3, 
ஆனது எண்ணத்தக்க கணங்களின்‌ எண்ணத்தக்க சேர்ப்பு கணம்‌ என்பதால்‌, டம்‌ 
எண்ணத்தக்கது. 
1.27. எடுத்துக்காட்டு 1 

14 இயல்‌ எண்களின்‌ கணம்‌ எனில்‌, 14 % N எண்ணத்தக்கது. 
நிறுவல்‌: 14%174-4(1]):ட] விடு.11%]14-ன்‌ அனைத்து உறுப்புகளைக்‌ 
கீழ்க்கண்டவாறு எழுதலாம்‌. 


1,120,2 1,3-0,4 
(1) (2.20 23 24) 


(3,1) (3,2) (3,3) (,4) 


ர 


(4,1) (4,2) (4,3) (4,4) 


மமற்கண்ட அமைப்பில்‌. (1,1); (1,2), (2,1): (3,1), (2,2), (1,3): (1,4), (2,3). 
(3,2), (41); ... என்ற பாதையில்‌ உறுப்புகளை வரிசைப்படுத்த 14 XN 
எண்ணத்தக்க கணமாக அமையும்‌. 
எடுத்துக்காட்டு 2 

அனைத்து விகிதமுறு எண்களின்‌ கணம்‌  எண்ணத்தக்கது. 
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நிறுவல்‌: 
ஒவ்வொரு மிகை முழு எண்‌ நற்கு, £௫, ௪ 4 0/௩, -1/ந, 1/0, -2/ந, 2/௩, ... ] 


00 
என்க. பின்‌, ந 1, 2, 3,..-களுக்கு எண்ணத்தக்கது. எனவே, ப சழ 
n=1 
10 9 
எண்ணத்தக்கது. ஆனால்‌, ௪ (ப) டி என்பதால்‌, 0 எண்ணத்தக்கது. 
n=] 


எடுத்துக்காட்டு 3 
[0, 1]-ல்‌ அனைத்து விகிதமுறு எண்களும்‌ எண்ணத்தக்கது. 
நிறுவல்‌: 
0 எண்ணத்தக்கது. [0, 1]-ல்‌ உள்ள விகிதமுறு எண்களின்‌ கணம்‌ பென்‌ 
முடிவிலா உட்கணம்‌. எனவ, எண்ணத்தக்கது. 
குறிப்பு: அனைத்து, முடிவிலாதக்‌ கணங்களும்‌ எண்ணத்தக்கது அல்ல. 
1.28. நேற்றம்‌ 
[0, 1] என்ற இடைவெளி எண்ணிட முடியாதது. 
நிறுவல்‌: 
இதை நாம்‌ முரண்பாட்டுக்‌ கொள்கை மூலம்‌ நிறுவுவோம்‌. முடியுமானால்‌, 
[0,1] எண்ணத்தக்க கணம்‌ என்க. 
எனவே, [0, 1]-ன்‌ அனைத்து உறுப்புகளையும்‌ (8), 3, 3 ... ; என 
வரிசைப்படுத்தலாம்‌. இவை அனைத்தும்‌ [0, 1 ]-ல அமைவதால்‌, அவைகளின்‌ தசம 
விரிவுகளை 
X= 0. aj A417 815 ... பேட... 


X2 = 0. 8 822 823... ம. 
க 0. 931937 433... டெடி. 


அழத, dnl An? An -- உட 


என எழுதலாம்‌. இங்கு, 4; 10, [ட க்ஷ அதி! 
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b என்ற எண்ணை ஸ்‌ & ட மற்றும்‌ | 2 0 எனத்‌ மதர்ந்தெடுக்க. பின்‌, 05 
என்ற எண்ணை 5 ச 822 மற்றும்‌ b, ௫ 0 எனத்‌ தேர்ந்தெடுக்க. இதைப்‌ போலவே, 
தொடர்ந்து 0, என்ற எண்ணை 5, 2 மற்றும்‌ 0, ௫ 0 எனத்‌ தெர்ந்தெடுக்க, 

தற்போது, y ** 0. bj; 0205 ... 0, ... என்ற எண்ணை எடுத்துக்‌ கொள்க. 0; * 
2) என்பதால்‌, ர ௪3. bz * 89 அரு 2 X2. bn # Ann அரு # Xn, NEN. நுன்‌ 
அமைப்பின்‌ படி, ரக[0,1]. இது முரண்பாடு. ஏனெனில்‌, [0,1]-ன்‌ அனைத்து 
உறுப்புகளும்‌ 120, 362, %3, ... $ என வரிசைப்படுத்தப்பட்டிருக்கிறது. எனவே, [0, 1] 
என்பது எண்ணிட முடியாதக்‌ கணம்‌. 

1.29. துணைத்தேற்றம்‌ 

அனைத்து மெய்யெண்களின்‌ கணம்‌ R' எண்ணிட முடியாதது. 
நிறுவல்‌: 

R' எண்ணத்தக்கது என்க. [0. 1] என்பது R'-ன்‌ முடிவில்லா உட்கணம்‌. 
என்பதால்‌, [0, 11-ம்‌ எண்ணத்தக்கது. இது தவறு, எனவே, R ' எண்ணிட 
முடியாதது. 

1.30. துணைத்தேற்றம்‌ 

அனைத்து விகிதமுறா எண்களின்‌ கணம்‌ 5 எண்ணிட முடியாது. 
நிறுவல்‌: 

5 எண்ணத்தக்கது என்க. விகிதமுறு எண்களின்‌ கணம்‌ 0 எண்ணத்தக்கது 
என்பதால்‌, R' ௫ $ப0-ம்‌ எண்ணத்தக்கது. இது தவறு. எனவே, 5 எண்ணிட 
முடியாத கணம்‌. 

1.31. நேற்றம்‌ 
0 மற்றும்‌ 1 என்ற (இலக்கங்களை உறுப்புகளாகக்‌ கொண்ட அனைத்து 


மிதாடர்வரிசைகளின்‌ கணம்‌ 4 எனில்‌, A எண்ணிட முடியாத கணம்‌. 
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நிறுவல்‌: 

A-ன்‌ உறுப்புகள்‌ (1,0,0,1,0,1,1,1,1,...) என்ற அமைப்பில்‌ உள்ள 
மிதாடர்வரிசைகள்‌. &-ன்‌ எண்ணத்தக்க உட்கணம்‌ 1$ என்க. ]$-ல்‌ உள்ள 
மிதாடர்வரிசைகள்‌ 51; 82, 83, ... என்க. 5 என்ற தொடர்வரிசையை கீழ்க்கண்டவாறு 
அமைப்போம்‌. 

உடன்‌ 11-ஆவது இலக்கம்‌ 1 எனில்‌, 5-ன்‌ 1-ஆவது இலக்கம்‌ 0 என்க. இதைப்‌ 
போலமவ, நான்‌ 1-ஆவது இலக்கம்‌ 0 எனில்‌, 5ஈன்‌ 1- ஆவது இலக்கம்‌ 1. 

எனவே, தொடர்வரிசை 8 ஆனது 1£-ன்‌ ஒவ்வொரு உறுப்புடன்‌ குறைந்தது ஒரு 
இடத்திலாவது வேறுபடும்‌. எனவே, 8815. ஆனால்‌, 8€.&. ஆகையால்‌, 1 ஆனது 
சிடான்‌ முறையான உட்கணம்‌ ஆகிறது. அதாவது, A-ன்‌ ஒவ்வொரு எண்ணத்தக்க 
உட்கணமும்‌, அதன்‌ முறையான உட்கணமாக அமைகிறது. 

எனமவ, A எண்ணிடமுடியாதது. (இல்லையெனில்‌, A ஆனது A-ன்‌ முறையான 
உட்கணமாக அமையும்‌. இது முடியாதது. 
1.4. யாப்பு வெளிகள்‌ (Metric Spaces) 

மிமய்யெண்களின்‌ தொகுப்பு இரு வகையான பண்புகளைக்‌ 
கொண்டிருக்கின்றன. முதல்‌ வகையான, இயற்கணித வகை, கூட்டல்‌, பெருக்கல்‌ 
முதலியவற்றை உள்ளடக்கியது. மற்றொரு வகை, இரு எண்களுக்கிடையேயான தூரம்‌ 
மற்றும்‌ எல்லைக்‌ கொள்கை பண்புகளை உள்ளடக்கியது. இப்பண்புகள்‌ திணைய 
அல்லது யாப்பு எனப்படும்‌. 

இங்கு, யாப்புவெளிகளின்‌ எடுத்துக்காட்டுகளையும்‌, வரம்புடைய கணங்கள்‌, திறந்த 


கணங்கள்‌ மற்றும்‌ மூடிய கணங்கள்‌ இவைகளைப்‌ பற்றிக்‌ காண்போம்‌. 


மெய்யெண்‌ பகுப்பியல்‌ 


1.32. வரையறை 

X என்பது ஒரு வெற்றற்ற கணம்‌ என்க. 28-ல்‌ யாப்பு என்பது, &% & என்ற 
புலத்தையும்‌ [0,)-ஐ உள்ளடக்கிய வீச்சையும்‌, &-ல்‌ உள்ள அனைத்து %, , 2 
புள்ளிகள்‌ பின்வரும்‌ பண்புகளை நிறை£வற்றுமாறு அமையும்‌ 0 என்ற சார்பாகும்‌. 
(அ) ய, 9) 20, 10437 
(ஆ ய(03)-0 ஆ] 

இ ட) -00,2) 
(Ff) 63) < A(X, Z) + A(z, y) 

1 என்பது %-ல்‌ குறையற்ற மெய்மதிப்புடைய சார்பாகும்‌. (அ) மற்றும்‌ (ஆ) 
என்பவை யாப்பின்‌ குறையற்ற பண்பு எனவும்‌, (இ) ஆனது சமச்சீர்‌ பண்பு எனவும்‌, 
(ஈ) ஆனது முக்கோண சமனின்மை எனவும்‌ அறியப்படும்‌. ௮ என்ற யாப்புடன்‌ கூடிய 
% என்ற கணம்‌ யாப்பு வெளி எனப்படும்‌. அது (2, 4) எனக்‌ குறிக்கப்படும்‌. 

1.33. எடுத்துக்காட்டுகள்‌ 
1. மெய்யெண்களின்‌ கணம்‌ R'-ல்‌ 4(%, ர) = | - ர| என வரையறுக்கப்படின்‌, 
0-ஆனது R'-ல்‌ ஒரு யாப்பு ஆகும்‌. இது R'-ல்‌ வழக்கமான யாப்பு எனப்படும்‌. 
நிறுவல்‌: 03, 26 R' என்க. 
ப) 869) -%-9420 
மேலும்‌,(11) 82,7) -0ஒ[%-5-0 3] 
(i) 0063) =Ix-yl=ly-x|=d(y, x) 
(iv) 8062) “ix-A=ix-yty-a<Ix-y|+Iy-2 
d(x,z) <d(x,y)+d(y,z) 
0 -ஆனது R'-ல்‌ ஒரு யாப்பு ஆகும்‌. 
2. M என்ற ஏதாவதொரு பற்றற்ற கணத்தில்‌, கீழ்க்கண்டவாறு வரையறுக்கப்பட்ட 


0 என்ற சார்பு M-ல்‌ ஒரு யாப்பு ஆகும்‌. 
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d(x, y) ன்‌ on x=y 
1, xy 
இது, M-ல்‌ பிரிநிலை (D15Cரஒ1e) யாப்பு எனப்படும்‌. 
நிறுவல்‌: x, 3, 26] என்க. 


() (x,y) 20 
மேலும்‌,(11) (%,y)F0ஒXxஈy 


d(x, y) = d(y, x)= [0, xy 
1, x#y 
(111) வகை (1): X= 2 
எனவே, 0, 2) “0 
மேலும்‌, ௮(%, y) + d(y, z) 20 
ஆகையால்‌, 0(%,2) <4(x,ஆy) + d{y, Z) 
வகை (2): X22 
எனவே, 0(%, 2) - 1. மேலும்‌, ஏ, 2 என்பன வெவ்வேறானவை என்பதால்‌, y 
ஆனது % மற்றும்‌ 2 இவைகளுக்குச்‌ சமமாக அமையாது. ஆகையால்‌, y#% 
அல்லது y உ 2. எனவே, ௮(%, y) 83, 2) 2 1, மற்றும்‌ 
d(x, z) < d(x, y) ம, 2) என அமையும்‌. 
ஆனது M-ல்‌ ஒரு யாப்பு ஆகும்‌. 
3. x,y ER’ என்க. Xx ஐ (xX, X2),¥ = (Vi, ¥2), Xi, Xa, Yu Vo eR’. 
d(x, y) = | x1 = y1l+|X2-Yy2| என வரையறுக்கப்படின்‌, 8 ஆனது R-ல்‌ 
ஒரு யாப்பு ஆகும்‌. 
நிறுவல்‌: 
x, ,ZE€R என்க. 


(0 Ody) |x yil+lxo-yal20 
(ii) d(x, y)=0 [௦-3 |2-32]-0 


மெய்யெண்‌ பகுப்பியல்‌ 20 


௯ |%1-y1[ஈ 0 மற்றும்‌ |X2- y2[- 0 
© xi “ட மற்றும்‌ X2௪ 2 ஒ (xi; 22) = (V1 ; Y2) 
ரு 
ய்‌) A(x, ¥)=[X1- yi] +1 x2 yal = 1-391* 32-21 A(Y, X) 
(iv) Ax,2)= |xi-zil+|x2- 2] 
= [X= YT YT சுர்‌ | X2= V2 ரநத 22 
ளு ௮. நற 8 நதி 2. நற, இன்‌ இந ஹ்‌] பனித்‌ சன்‌ 81 
* d(x,y)+d(y,2) 
எனவ, ி(X, 2) < d(x, y) + d(y, 2) 
ஆகையால்‌, 8 ஆனது R”-ல்‌ ஒரு யாப்பு ஆகும்‌. 
குறிப்பு: 


n 11 
R 60 0(%, நு) ன 2b 7] உ அரு (0, 2 s+ Xn); y ம்‌ (Yi; V2 தத்‌ Vn) 
| தணி 





என வரையறுக்கப்படின்‌, ம என்பது 15 -ல்‌ ஒரு யாப்பு ஆகும்‌. 
4. 1; என்ற வெற்றற்ற கணத்தில்‌ வரையறுக்கப்பட்ட வரம்புடைய மெய்மதிப்புடைய 
சார்புகளின்‌ கணம்‌ M-ல்‌ (1 ஐ) ௪ sயp{ [f(%) - g(x): xeE} என d 
வரையறுக்கப்படின்‌, ம ஆனது M-ல்‌ ஒரு யாப்பு ஆகும்‌. 
நிறுவல்‌: 1, 2, 11 6] என்க. 
0) (fg) Supt |f(x) - g(&)} 20 


1) 8ஐ-0 ௯ ய( [(%) - )|] * 0 
ஓ | f(x) - g(x)| “0, VxeE o(x)= g(x), VxeE 
ர்‌ 2 
(11) d(f, g) = Supt If(x) - g()l} = Supt |g(x) - f(x)|} = d(g, f) 
(iv) |x) - h(x) < ரி - g(x) + 20) - h(x) 
0 (809 - 09) < supt |809 - g(x) }+ sup{lg() - h()| } 
d({, h) < d(f, g) + d(g, h) 
எனமவ, 4 ஆனது M-ல்‌ ஒரு யாப்பு ஆகும்‌. 
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1.5. யாப்புவெளியில்‌ வரம்புடைய கணங்கள்‌ 

(X, 4) என்பது ஒரு யாப்பு வெளி, A, B என்பன &-ன்‌ உட்கணங்கள்‌ 
என்க. 00%, A) = inf{d(x, a): aA}, A(A, B) = inf{d(a, b): a€A, beB } 
என வரையறுக்கப்பட்டுள்ளன எனில்‌, 0(%, A) என்பது % என்ற புள்ளிக்கும்‌ A 
என்ற கணத்திற்கும்‌ இடையேயுள்ள தூரம்‌ மற்றும்‌ 0(&, ) என்பது &, 13 என்ற. 
கணங்களுக்கிடையேள்ள தூரம்‌ எனவும்‌ அழைக்கப்படும்‌. 

1.34. வரையறை 

X-ன்‌ ஒர்‌ உட்கணம்‌ A. & என்ற மிகை முழுஎண்‌, அனைத்து %, ர € -க்கு 
0, 3) <k என அமையின்‌, A-ஐ வரம்புடையது என்போம்‌. 

A வரம்புடையது எனில்‌, A-ன்‌ விட்டம்‌ (A) ௪ரமீ$0(4, ௮): 4, a'eA} என 
வரையறுக்கப்படும்‌. 

A வரம்பற்றது எனில்‌, 0(&) ௪ ௦. 
1.35. எடுத்துக்காட்டு 

ஒரு யாப்பு வெளி (%, 4)-ன்‌ முடிவுள்ள உட்கணம்‌ A வரம்புடையது. 
நிறுவல்‌: 

A என்பது X-ன்‌ முடிவுள்ள உட்கணம்‌ என்க. A ஈ ட எனில்‌, அது 
வரம்புடையது.. A 2 டி என்க. (0(2, 3): , ர €A; என்பது மெய்யெண்களின்‌ 
முடிவுள்ள கணம்‌. 

k = max {d(x, y): x, yeA} எனில்‌, (ப, YK, V x, YEA ஆக 
அமைவதால்‌, & வரம்புடையது. 
1.36. வரையறை 

(1) (௮, b) என்ற துண்டு என்பது & £  £ b என அமையும்‌ மெய்யெண்கள்‌ 


ன்‌ கணம்‌ 
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(2) [8,%] என்ற இடைவெளி என்பது, & ௩ %  b என அமையும்‌ 
மிமய்யெண்கள்‌ %-ன்‌ கணம்‌. அதாவது, [௮, b] = (218: 82% ₹0) 
(3) அரை திறந்த இடைவெளிகள்‌ 
[a,b) = {xeR:a<x <b}, (a,b] {xeR:a<x<b} ஆகும்‌. 
(4) a, <b; (1 1, 2,... .%) எனில்‌, 
{X= (Xi, .... Xk) eR a; <xi<b,1l<i <k&} என்பது “கண்‌ அறை 
(&-el!) எனப்படும்‌. 
(5) ER, r> 0 எனில்‌, மையம்‌ 3) ஆரம்‌ £ உடைய திறந்த (அல்லது 
மூடிய) கோளம்‌ [3 என்பது {yeR: ly -x|<r} 
(அல்லது {yeR': நு - | 417) ஆகும்‌. 
(6) ECR* என்ற கணத்தில்‌ 0 (1-)))5%, Vx, yeE, 0941 என 
அமையின்‌, 1; என்பது குலிகணம்‌ (convex set) எனப்படும்‌. 
1.37. எடுத்துக்காட்டு 
கோளங்கள்‌ குவி கணங்களாகும்‌. 
நிறுவல்‌: 
B என்பது, ஆரம்‌ 1, மையம்‌ % உடைய திறந்த கோளம்‌ என்க. 
9, 2232 |y - x[<r மற்றும்‌ [2-3] <r. 0<A<1 எனில்‌, 
Ay + (1992-3 = 94-94 (1-]9)(2-ப) 
< Ay -x|+(1-A)Z-Xx| 
< Art(L-A)r=r 
Ay (1-7,)2 €B. எனவே, B ஒரு குவிகணமாகும்‌. 


இதைப்‌ போலமவ, மூடிய கோளங்களும்‌ குவிகணங்களாகும்‌. 
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1.38. வரையறை 

X ஒரு யாப்பு வெளி என்க. கீழே குறிப்பிடப்படும்‌ அனைத்துப்‌ புள்ளிகள்‌ 
மற்றும்‌ கணங்கள்‌, -ன்‌ உறுப்புகள்‌ மற்றும்‌ உட்கணங்களைக்‌ குறிக்கும்‌. 
(அ) ற என்ற புள்ளியின்‌ அண்மை (neighborhood) N,(p) என்பது, 
0௫, ஏ) ₹ர என அமையும்‌ அனைத்துப்‌ புள்ளிகள்‌ ஏ-ஐக்‌ குறிக்கும்‌. 1 என்ற 
எண்‌, N:(ஓ)-ன்‌ ஆரம்‌ என அழைக்கப்படும்‌. 
(அ) ற என்ற புள்ளியின்‌ ஒவ்வொரு அண்மையும்‌, றுஐ தவிர்த்து, £ என்றக்‌ 
கணத்தின்‌ ஒரு புள்ளியையாவது பெற்றிருந்தால்‌, ற என்பது நன்‌ ஒரு எல்லைப்‌ 
புள்ளி (1111 0௦101) எனப்படும்‌. 
(இ) றத மற்றும்‌ ஆனது E-ன்‌ எல்லைப்புள்ளியாக : அமையாவிடில்‌, அது 
11-ன்‌ தனித்தப்புள்ளி (15011 00114) எனப்படும்‌. 
(ஈ) நன்‌ அனைத்து எல்லைப்புள்ளிகளும்‌ அதன்‌ புள்ளிகளாக இருந்தால்‌, ௧ 
ஒரு மூடிய கணம்‌ (௦10860 864) எனப்படும்‌. 
(௨) புள்ளி ற-ன்‌ ஏதேனும்‌ ஒரு அண்மை N, NCE என அமையின்‌, ற 
ஆனது ஆ-ன்‌ ஓர்‌ உட்புள்ளி (106101 00104) எனப்படும்‌. 
(ஊ) ]7-ன்‌ அனைத்துப்‌ புள்ளிகளும்‌, -ன்‌ உட்புள்ளிகளாக அமையின்‌, 1 
ஒரு திறந்த கணமாகும்‌ (00௦ 501). 
(எ) ஆ-ன்‌ நிரப்புக்கணம்‌ 1?” என்பது, றக, ற£E என அமையும்‌ 
புள்ளிகளைக்‌ கொணடதாகும்‌. 
(எ 11 என்ற கணம்‌ மூடிய கணமாகவும்‌, 13-ன்‌ அனைத்துப்புள்ளிளும்‌ நன்‌ 
எல்லைப்‌ புள்ளிகளாகவும்‌ அமையின்‌, ]$ ஒரு செவ்வியகணம்‌ (611601 set) 


ஆகும்‌. 
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(உ) ஆர்‌ என்ற மெய்யெண்‌, 06% என்ற புள்ளியும்‌, அனைத்து றகந-க்கு 
0. ஏ) ௩ M என அமையின்‌, ௧ வரம்புடையது ஆகும்‌. 
(ஊ) %-ன்‌ ஒவ்வொரு புள்ளியும்‌, -ன்‌ எல்லைப்‌ புள்ளியாகவோ, 1$-ன்‌ ஒரு 
புள்ளியாக£வா (அல்லது இரண்டும்‌) அமையின்‌, &-ல்‌ 1% ஒரு அடர்கணம்‌ 
(dense set) ஆகும்‌. 
குறிப்பு 
R'-ன்‌ அண்மைகள்‌ துண்டுகளாகவும்‌, 8“-ன்‌ அண்மைகள்‌ வட்டங்களின்‌ 
உட்பகுதிகளாகவும்‌ அமையும்‌. 
1.39. மற்றம்‌ 
ஒவ்வொரு அண்மையும்‌ ஒரு திறந்த கணமாகும்‌. 
நிறுவல்‌: 
E = Ni{p) எண்ற அண்மையை எடுத்துக்கொள்க. 1$-ன்‌ ஏதேனும்‌ ஒரு 
புள்ளி ஏ என்க. 
எனவே, (ற, 0) “1 ஆகும்‌. 1 என்ற மிகை மெய்யெண்‌, (ற, ஏ) -ர- 1 
எனக்‌ காணாலாம்‌.. 0(0, 8) 1 என அமையும்‌ அனைத்துப்‌ புள்ளிகள்‌ 8 -க்கு 
d(p, s) <d(p,q) +d(q,s)<r-h+h=r=> 561, 
ஆகையால்‌, Nந(E என அமைகிறது. எனவே, 9 ஆனது ந-ன்‌ உட்புள்ளி 
ஆகும்‌. ஏ என்பது 13-ன்‌ ஏதேனும்‌ ஒரு புள்ளி என்பதால்‌, 1$-ன்‌ அனைத்துப்‌ 
புள்ளிகளும்‌ -ன்‌ உட்புள்ளிகளாகும்‌. ஆகையால்‌, 1; ஒரு திறந்த கணம்‌. 
1.40. மதற்றம்‌ 
என்ற கணத்தின்‌ எல்லைப்புள்ளி ற ஆக அமையத்‌ தேவையான மற்றும்‌ 
போதுமான நிபந்தனையாவது: றான்‌ ஒவ்வொரு அண்மையும்‌ ன்‌ எண்ணற்ற 


புள்ளிகளைப்‌ பெற்றிருக்கும்‌ என்பதாகும்‌. 
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நிறுவல்‌: 

(அ) தேவையான நிபந்தனை 

ற என்பது 13-ன்‌ ஒரு எல்லைப்புள்ளி என்க. றான்‌ ஒர்‌ அண்மை 14-ல்‌, -ன்‌ 
முடிவுறு எண்ணிக்கையுள்ள புள்ளிகள்‌ மட்டும்‌ தான்‌ உண்டு எனக்‌ கொள்வோம்‌. 
NOE முடிவுள்ளது ஆகையால்‌, NE - (27 “1 ரெ... ற] எனக்‌ கொள்வோம்‌. 


த்‌ min, ன (ற, ரஷி. மிகை எண்களின்‌ முடிவுள்ள கணத்தின்‌ மீச்சிறு 


மதிப்பு மிகை என்பதால்‌, 12 0. 

எனவே, N;(ற) என்பது ற-ன்‌ ஒர்‌ அண்மை என்பதால்‌, 14 - ]4034(0)-ம்‌ 
றான்‌ ஒர்‌ அண்மையாக அமையும்‌. 

ஆகையால்‌, MNE-{p} = NON(p)NE-{p; - ம்‌ ௮ ற ஆனது நன்‌ 
எல்லைப்புள்ளி அல்ல. இது முரண்பாடு. 
எனவே, றான்‌ ஒவ்வொரு அண்மையிலும்‌ 13-ன்‌ எண்ணற்ற புள்ளிகள்‌ உண்டு. 
(அ) போதுமான நிபந்தனை 

றான்‌ ஒவ்வொரு அண்மையும்‌ 13-ன்‌ எண்ணற்ற புள்ளிகளைக்‌ கொண்டது 
5 ற-ன்‌ அண்மையில்‌ ற-ஐத்‌ தவிர்த்து £-ன்‌ ஒரு புள்ளி உள்ளது. 
எனவே, ந ஆனது -ன்‌ ஒரு எல்லைப்புள்ளி. 
1.41. துணைத்‌ தேற்றம்‌ 

ஒரு முடிவுள்ள கணத்தில்‌, எல்லைப்புள்ளிகள்‌ அமையாது. 

நிறுவல்‌: 

£-ஒரு முடிவுள்ள கணம்‌, றத என்க. ற என்பது 13-ன்‌ எல்லைப்புள்ளி எனில்‌, 
தான்‌ அண்மையில்‌ -ன்‌ எண்ணற்ற புள்ளிகள்‌ அமையும்‌. ஆனால்‌, 2 முடிவுள்ளது. 


எனவே, ற, -ன்‌ எல்லைப்புள்ளி அல்ல. 
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குறிப்பு 
ஒரு கணம்‌ திறந்ததாக அல்லது மூடியதாக இருக்க வேண்டியதில்லை. 
எடுத்துக்காட்டாக, (௮, 0] திறந்ததும்‌ அல்ல, மூடியதும்‌ அல்ல. 
1.42 எடுத்துக்காட்டு 
R”-ன்‌ பின்வரும்‌ உட்கணங்களை எடுத்துக்‌ கொள்வோம்‌. 
(அ) 12 ₹1 என அமையும்‌ அனைத்து சிக்கல்‌ எண்கள்‌ 2-ன்‌ கணம்‌. 
(அ) 12 5 1 என அமையும்‌ அனைத்து சிக்கல்‌ எண்கள்‌ 2-ன்‌ கணம்‌. 
(இ) ஒரு முடிவுள்ள கணம்‌. 
(ஈ முழு எண்களின்‌ கணம்‌ 
உ) 1/௩(॥=1,2,3.,...,) என்ற எண்களைக்‌ கொண்ட கணம்‌. 
(ஊ) சிக்கல்‌ எண்களின்‌ கணம்‌. 
(எ) (௮b) என்ற துண்டு. 


இக்கணங்களின்‌ பண்புகள்‌ கீழே அட்டவணைப்படுத்தப்பட்டுள்ளன. 


செவ்விய 






வரம்புடைய 


கணம்‌ கணம்‌ 
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1,43. தேற்றம்‌ 
(7 என்பது (முடிவுள்ள அல்லது முடிவில்லாதி என்ணிக்கையுள்ள கணங்கள்‌ 
௦ 
டான்‌ தொகுதி எனில்‌, (ட) = NE, 
0 0 
நிறுவல்‌: 
்‌ ௦ 
A=| ட | , B= NF என்க 
ப a (] a 
XA எனில்‌, x£ JEG 
௫ 
அ அனைத்து க்கு, ௬2௨ -2 அனைத்து 0க்கு, %6€ (ட) 
>xenE) >ACB 
மறுதலையாக, X€B எனில்‌, %€ (Ey) , Vo > x¢E, Vo 
C 
> xeUEy = XE ய] DBcA 
0 6 
எனமவ, A = B. 
1.44. தேற்றம்‌ 
E என்ற கணம்‌ திறந்த கணம்‌ & அதன்‌ நிரப்புக்‌ கணம்‌ ஒரு மூடிய கணம்‌ 
நிறுவல்‌: 
13 - ஒரு மூடிய கணம்‌ என்க. *€ என்க. எனவே, X€E. . 
மேலும்‌, க மூடிய கணமென்பதால்‌, * ஆனது ஆ-ன்‌ எல்லைப்புள்ளியாக 
அமையாது. எனவே, %-ன்‌ ஏதாவதொரு அண்மை N, EN ஈ ஓ என்றவாறு 
அமையும்‌. ஆகையால்‌, NE அ * ஆனது £-ன்‌ உட்புள்ளியாக அமையும்‌. 
“2 1 ஒரு திறந்த கணம்‌. 
மறுதலையாக, 13 ஒரு திறந்த கணம்‌ என்க. X என்பது E-ன்‌ எல்லைப்புள்ளி 


என்க. எனவே, %-ன்‌ அனைத்து அண்மையிலும்‌, 13-ன்‌ ஒரு புள்ளி இருக்கும்‌. 
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அ % ஆனது ஆ-ன்‌ உட்புள்ளியாக அமையாது. E ஒரு திறந்த: கணமாக 
இருப்பதால்‌, ௬2௧. எனவே, 661”, ஆகையால்‌, E ஒரு மூடிய கணம்‌ ஆகும்‌. 
1.45. துணைத்தேற்றம்‌ 
F ஒரு மூடிய கணம்‌ ஐ அதன்‌ நிரப்புக்கணம்‌ ஒரு திறந்த கணம்‌. 
இது மேலேக்‌ கண்டத்‌ தேற்றத்திலிருந்து உடனடியாகப்‌ பெறப்படும்‌. 
1.46. தேற்றம்‌ 
(அ) {பே என்பது திறந்த கணங்களின்‌ கூட்டம்‌ எனில்‌, Go ஒரு 
திறந்த கணம்‌. 
(அ) (8) என்பது மூடிய கணங்களின்‌ கூட்டம்‌ எனில்‌, (180 ஒரு 
மூடிய கணம்‌. 
(இ) G,, ..., நே என்பன திறந்த கணங்களின்‌ முடிவுள்ள கூட்டம்‌ எனில்‌, 
ர்‌ G; திறந்த கணம்‌. 
11 
(ஈ) Fj, ..., தட என்பன மூடிய கணங்களின்‌ முடிவுள்ள கூட்டம்‌ எனில்‌, 
ப்‌ !. மூடிய கணம்‌. 
i=] 1 
நிறுவல்‌: 
(அ ௦ “UG என்க. 
2607 எனில்‌, ஏதேனும்‌ ஒரு க்கு €ே. நே திறந்த கணம்‌ என்பதால்‌, % 
ஆனது லேன்‌ உட்புள்ளியாக அமையும்‌. 
2 %, ரன்‌ உட்புள்ளியாகவும்‌ அமையும்‌. -? 0 ஒரு திறந்த கணம்‌. 
(ஆ) ட மூடிய கணம்‌ 2 1” திறந்த கணம்‌ 


Co. 
> Li திறந்த கணம்‌ 
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ஆ (72 திறந்த கணம்‌. 
2? [14 மூடிய கணம்‌. 
01 


இ 1- (0. என்க 
i] 
xeH > xed, 1- 1. 2, ரி. G; திறந்த கணம்‌ என்பதால்‌, ஆரம்‌ 1; உடைய 
ன்‌ அண்மை N;, NG; ( 1ஈ 1, 2...) என அமையும்‌. 
R = min(1;, ..., 1) என்க. 14 என்பது ஆரம்‌ £ உடைய %-ன்‌ அண்மை எனில்‌, 
NcG;, i= 1, 2, ..., 1. ஆகையால்‌, 11௨11 அ 11 திறந்த கணம்‌. 
(ஈ) F; மூடிய கணம்‌ அ F; திறந்த கணம்‌ (1௪ 1, 2, ..., 1) 


1] C_ 1] C , 
— (UE) - [1 ஒரு திறந்த கணம்‌ 
1 1 
1] 
> பு 1 ஒரு மூடிய கணம்‌. 
1] 


குறிப்பு: 
மேற்கணட தேற்றத்தில்‌, பகுதி (இ) முடிவிலி வெட்டுகளுக்குப்‌ பொருந்தாது. 
G, = (-1/n, 1/n), (n= 1, 2, .., ) எனில்‌, பே நே, ... என்பன திறந்த 


௦௦ , 

கணங்கள்‌. ஆனால்‌, (நே - (0), ஓர்‌ உறுப்புக்கணம்‌. எனவே, திறந்த 
n=] 

கணம்‌ இல்லை. 


இதைப்‌ போலவே, பகுதி (ஈ-ல்‌ முடிவிலி சேர்ப்புக்கணம்‌, மூடிய க ணமாக 


அமையத்‌ தேவையில்லை. எடுத்துக்காட்டாக, ந, - [1/, 2], ௩-1, 2, ..., எனில்‌, 


00 ௦௦ 
1, 12, ..., என்பவை மூடியவை. ஆனால்‌, ப்ரே ஜு பூ ப்ர 2] -(0, 2] ஓர 


மூடிய கணம்‌ அல்ல. 
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1.47. வரையறை 

X ஒரு யாப்பு வெளி, த, என்க. 26-ல்‌ 1-ன்‌ எல்லைப்புள்ளிகளின்‌ கணம்‌, 
E' எனில்‌, 13-ன்‌ அடைப்பு E=EUE என்ற கணமாக வரையறுக்கப்படுகிறது. 
1.48. தேற்றம்‌ 

X ஒரு யாப்பு வெளியில்‌ £-% எனில்‌, 

(அ E மூடிய கணம்‌ 

(ஆ £- [3 1 மூடிய கணம்‌. 

(இ)அனைத்து மூடிய கணம்‌ FX, ECF என அமையும்‌ எனில்‌, ECF. 
நிறுவல்‌: 

(அ றக% மற்றும்‌ ற E என்க. எனவே, றவூப்‌ p ஆனது ஆ-ன்‌ ஒரு, 
புள்ளியாகவோ, £-ன்‌ எல்லைப்புள்ளியாக£வா அமையாது. எனவே, ஒர்‌ அண்மை 
N, NOE = 6 என அமையும்‌. அதாவது, E-ன்‌ நிரப்புக்கணம்‌, திறந்த கணம்‌. 
ஆகையால்‌, E மூடிய கணம்‌. 

(அ) EF E எனில்‌, (அ)-ன்‌ படி, 1-மூடிய கணம்‌. ௧ ஒரு மூடிய கணம்‌ எனில்‌, 
[3-ன்‌ அனைத்து எல்லைப்புள்ளிகளும்‌, £-ன்‌ புள்ளியாக அமையும்‌. எனவே, 15. 
ஆகையால்‌, FE = EUE'=E. 

(இ) F மூடிய கணம்‌, F௮E எனில்‌, F௮F'. எனவே, FOE. 


ஆகையால்‌, 1 5 E. 


1.49. தேற்றம்‌ 

[* என்பது வெற்றற்ற மெய்யெண்களின்‌ மேல்‌ வரம்புடைய கணம்‌. y ஈ sபpE 
எனில்‌, ye E. மேலும்‌, ஒரு மூடிய கணம்‌ எனில்‌, yeE. 
நிறுவல்‌: 


3 மெய்யெண்கள்‌ கணிதமுறை 


veE எனில்‌, y€ E ( E = பூர), ஏஜி என்க. மேலும்‌, ஆ = supE 
என்பதால்‌, அனைத்து 112 0-க்கு  - 11, 13-ன்‌ மேல்வரம்பாக அமையாது. 

எனவே, %€ என்ற புள்ளி, ர - 1  * “3 என அமையும்‌. ஆகையால்‌, 3 
ஆனது ந-ன்‌ எல்லைப்புள்ளி ஆகும்‌. இது y€ E என்பதைத்‌ தரும்‌. 
1.50. வரையறை 

X என்ற யாப்பு வெளியில்‌, 8X என்க. ஒவ்வொரு றகஆ-க்கு 150 என்ற 
எண்‌, qEE, d(p, 0) < மற்றும்‌ ஏ€Y எனில்‌, Y-ஐச்‌ சார்ந்து [1 ஒரு திறந்த 
கணம்‌ எனப்படும்‌. 
1.51. தேற்றம்‌ 

YCX என்க. Y-ன்‌ உட்கணம்‌ ஆனது Y-ஐச்‌ சார்ந்து திறந்ததாக 

அமையத்‌ தேவையானதும்‌ மற்றும்‌ போதுமானதுமான நிபந்தனை 1 - YG, இங்கு 
0 என்பது X-ன்‌ ஏதேனும்‌ ஒரு திறந்த உட்கணம்‌. 
நிறுவல்‌: 

நிபந்தனை தேவையானது 

Y-ஐச்‌ சார்ந்து ௧ ஒரு திறந்த கணம்‌ என்க. எனவே, ஒவ்வொரு ற€13-க்கு 1, 
என்ற மிகை எண்‌, 0(ற, 0) £1, என அமையும்‌. 0௪% எனில்‌, qகE ஆகும்‌. 
Vy = {qeX:d(p,q) <r}; பூ ஆ என்க. 

peE 


V, திறந்த கணம்‌ என்பதால்‌, 6 ஆனது &-ன்‌ திறந்த கணமாக அமையும்‌. றக V,, 
அனைத்து றகEE ௮ ECGNY ஆகும்‌. 
மேலும்‌, “ன்‌ வரையறைப்படி, ப்ட்‌, VpeE. எனவே, டட. 


ஆகையால்‌, ௧ ௪ GY ஆகும்‌. 
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மறுதலையாக, %-ல்‌ 0 ஒரு திறந்த கணம்‌. ௪ GY எனில்‌, ஒவ்வொரு 
றeE-க்கு ௨ம்‌ என்ற அண்மை உள்ளது. எனவ, *ப்ட்டட்‌ ஆகும்‌. 
ஆகையால்‌, ௩ ஆனது “ட்‌“ஐச்‌ சார்ந்து ஒரு திறந்த கணம்‌. 


அடுத்து, கச்சித கணங்கள்‌ பற்றிக்‌ காண்போம்‌. 
1.6. கச்சிதகணங்கள்‌ (Compact Sets) 
1.52. வரையறை 
2. என்ற யாப்புவெளியின்‌ ஒர்‌ உட்கணம்‌ என்க. %-ன்‌ திறந்த கணங்களின்‌ 


தொகுதி {பே என்க. EC (Uரே எனில்‌, {வே என்பது 13-ன்‌ திறந்த உறை 
0 


(open cover) எனப்படும்‌. 
1.53. வரையறை 
G, ச என்பன, E-ன்‌ இரு திறந்த உறைகள்‌ என்க. சீ என்பது ஜன்‌ உட்குடும்பம்‌ 
எனில்‌, சீ ஆனது சேன்‌ உள்உறை எனப்படும்‌. சேல்‌ முடிவுள்ள 
எண்ணிக்கையுள்ள உறுப்புகள்‌ இருப்பின்‌, இ (டிவுள்ள உறை எனப்படும்‌. 
1.54. எடுத்துக்காட்டுகள்‌ 
1. 5-[0, 1] என்க.. அனைத்து X௬௧ 5-க்கு, 0 - (20), எனில்‌, 
(0%: ௬€[0,1]} என்ற குடும்பம்‌ $-ன்‌ திறந்த உறை ஆகும்‌. 
2. $= 11,2,3,..., 1, ... என்க. அனைத்து ௧ 5-க்கு, 
நே“ (॥-1/2, ௩1/2) எனில்‌, {ந ௧5) ஆனது $-ன்‌ திறந்த உறை 
ஆகும்‌. 
1.55. வரையறை 
K என்பது % என்ற யாப்புவெளியின்‌ உட்கணம்‌ என்க. K-ன்‌ ஒவ்வொரு திறந்த 
உறையிலும்‌, முடிவுள்ள உள்உறை அமையுமானல்‌, K ஆனது கச்சிதமான கணம்‌ 


எனப்படும்‌. 
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1.56. எடுத்துக்காட்டுகள்‌ 
1. 75! கச்சிதமான கணம்‌ அல்ல. 
டூ- {(-n, n): nEN} என்க. ன்‌ ஒவ்வொரு உறுப்பும்‌ திறந்த இடைவெளி 
ஆதலால்‌, அது திறந்த கணம்‌. மேலும்‌, Q-ன்‌ உறுப்புகளின்‌ சர்ப்பு R. ஆகையால்‌, 
ட ஆனது R'-ன்‌ திறந்த உறை. 
-ன்‌ முடிவுள்ள உள்குடும்பம்‌ சீ- ( (1, (2, 12); வடி 7. 
Max{ ஈட, 1, டி) “Kk எனில்‌, சீ ஆனது R'-ன்‌ உறை அல்ல. எனவே, ஒ-ன்‌ 
எந்த ஒரு முடிவுள்ள உள்குடும்பமும்‌ R'-ன்‌ உறையாக அமையாது. ஆகையால்‌, 
R'-ன்‌ கச்சிதமான கணம்‌ அல்ல. 
2. R'-ன்‌ ஒவ்வொரு முடிவுள்ள உட்கணம்‌ கச்சித கணம்‌. 
K = 48, 82... பேர்‌ என்பது R'-ன்‌ ஒரு முடிவுள்ள உட்கணம்‌ என்க, மேலும்‌, 
K-ன்‌ ஏதேனும்‌ ஒரு உறை என்க. ஒவ்வொரு 86%-க்கு ௨60, என 
அமையுமாறு 9-ல்‌ 0; என்ற திறந்த கணத்தைத்‌ தேர்ந்தெடுக்க. (6, ஜே, 
பஜே ஆனது 18-ன்‌ முடிவுள்ள திறந்த உறை. ஆகையால்‌, ஒ என்ற திறந்த 
உறைக்கு, முடிவுள்ள உள்உறை அமைகிறது. ஆகவே, K ஒரு கச்சிதமான கணம்‌. 


1.57. தேற்றம்‌ 
KCYcX என்க. X-ஜச்‌ சார்ந்து K ஒரு கச்சித கணம்‌ “5 ு-ஐச்‌ சார்ந்து K 
ஒரு கச்சிதமான கணம்‌. 
நிறுவல்‌: 
26-ஐச்‌ சார்ந்து K ஒரு கச்சித கணம்‌ என்க. Y-ஐச்‌ சார்ந்து திறந்த கணங்களின்‌ 
தொகுதி {உ}, மற்றும்‌ ௩ Va என்க. தேற்றம்‌ 1.51-ன்‌ படி, அனைத்து 0-ம்‌,. 
26-ஐச்‌. சார்ந்த பே என்ற திறந்த கணங்கள்‌, V௨ ௪ YN, என அமையும்‌. 
X-ஐச்‌ சார்ந்து K. கச்சிதமானது என்பதால்‌, ௩ வொ an 
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கட KC யய ...UV. > ஐச்‌ சார்ந்து K ஒரு கச்சிதமான கணம்‌. : 

மறுதலையாக, Y-ஐச்‌ சார்ந்து ௩ ஒரு கச்சிதமான கணம்‌ என்க. {ப} என்பது, 
K-க்கு உறையாக அமையும்‌ ன்‌ திறந்த உட்கணங்களின்‌ கூட்டம்‌ என்க. 

Va YONG எனில்‌, ஏதேனும்‌ ப, ...,டே-க்கு KEV... UV என 
அமையும்‌. V0 என்பதால்‌, ஈட... 

எனமவ, 4-ஐச்‌ சார்ந்து ௩ ஒரு கச்சிதமான கணம்‌ ஆகும்‌. 


1.58. தேற்றம்‌ 
யாப்பு வெளிகளின்‌, கச்சிதமான உட்கணங்கள்‌ மூடியவை. 
நிறுவல்‌: 

X என்ற யாப்பு வெளியின்‌, கச்சிதமான உட்கணம்‌ K& என்க. K-ன்‌ நிரப்புக 
கணம்‌, %-ன்‌ திறந்த உட்கணம்‌ என நிறுவுவோம்‌. றக X மற்றும்‌ ற£K என்க. ஏகK 
எனில்‌, ற. £ - ப்ர, 9) > 0 என்க Va Wg என்பன முறைய, ஆரம்‌ < 1/2 
உடைய ற, 0- ன்‌ அண்மைகள்‌ என்க. மலும்‌, VW டு. K கச்சிதமான கணம்‌ 
என்பதால்‌, K-ல்‌ 0, ஜெ... ர என்ற முடிவுள்ள எண்ணிக்கைள்ள புள்ளிகள்‌ 
டிய... - W என அமையும்‌. V ஈ இய... 7ரூ. எனில்‌, V 
ஆனது றன்‌ அண்மையாக அமையும்‌. மேலும்‌, VW = ர்‌. எனவே, VCK' 
ஆகும்‌. ஆகையால்‌, ற ஆனது K“-ன்‌ உட்புள்ளி அ K* ஒரு திறந்த கணம்‌ 
 & மூடிய கணம்‌ ஆக அமையும்‌. 


குறிப்பு: 
மெல கண்ட தெற்றத்தின்‌ மறுதலை உண்மையல்ல. எடுத்துக்காட்டாக, [0,௦௦) 


என்பது மூடிய உட்கணம்‌. ஆனால்‌, இது கச்சிதமான கணம்‌ அல்ல. 
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1.59. தேற்றம்‌ 
கச்சிதமான கணங்களின்‌ மூடிய உட்கணங்கள்‌ கச்சிதமானவை. 
நிறுவல்‌: 

X என்ற யாப்புவெளியின்‌ கச்சிதமான கணம்‌ % என்க. 1* ஆனது K-ன்‌ மூடிய 
உட்கணம்‌ F (26-ச்‌ சார்ந்து என்க. எனவே FCKCX. F கச்சிதமான கணம்‌ என 
நிறுவுவோம்‌. {Vடூ} என்பது F-ன்‌ ஒரு திறந்த உறை என்க. எனவே, ப்‌ ஆக்‌ 
அமையும்‌, ஆகையால்‌, ப [பVஏ] - K. F மூடிய கணம்‌ என்பதால்‌, 1” திறந்த 
கணம்‌. ஆகவே, ௪ {VஷுபF என்பது K-ன்‌ திறந்த உறையாக இருக்கும்‌. ௩ 
கச்சிதமான கணம்‌ என்பதால்‌, ன்‌ முடிவுள்ள உள்கூட்டம்‌ ௮ ஆனது K-ன 
உறையாக அமையும்‌. FCK அ ல்‌ ஆனது £-ன்‌ உறையாகவும்‌ இருக்கும்‌. ம-ன 
ஓர்‌ உறுப்பு ௪“ என்பதால்‌, ம-யிலிருந்து “ஐ நீக்கினாலும்‌, அது 1*-ன்‌ திறந்த 
உறையாக அமையும்‌. எனவே, {V-ன்‌ முடிவுள்ள உள்கூட்டம்‌ [-ன்‌ உறையாக 


அமையும்‌. ஆகையால்‌, F ஒரு கச்சிதமான கணமாக இருக்கும்‌. 


1.60. துணைத்தேற்றம்‌ 
F மூடிய கணம்‌, K கச்சிதமான கணம்‌ எனில்‌, 16 ஒரு கச்சிதமான கணம்‌ 
ஆகும்‌. 
நிறுவல்‌: 
K கச்சிதமான கணம்‌ அ & ஒரு மூடிய கணம்‌. 
எனவே, F, K மூடிய கணங்கள்‌ அ FரK ஒரு மூடிய கணம்‌ ஆக இருக்கும்‌. 
FAKCK > FOK ஒரு கச்சிதமான கணமாக இருக்கும்‌. 
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1.61. தேற்றம்‌ 

X என்ற யாப்புவெளியின்‌, கச்சிதமான உட்கணங்களின்‌ கூட்டம்‌ {10} என்க. 
மேலும்‌, (K-ன்‌ ஒவ்வொரு முடிவுள்ள உள்கூட்டத்தின்‌ வெட்டுக்கணம்‌ மவெற்றற்றது 
எனில்‌, “௫-ம்‌ வெற்றற்றது. 
நிறுவல்‌: 

6௨ “0 என்க, ஈடன்‌ ஓர்‌ உறுப்பு ட ஐ நிலை நிறுத்துக. நே உ Kட 
என்க. மேலும்‌, அனைத்து க்கும்‌, KK. ட கச்‌ சிதமான கணங்கள்‌ 
என்பதால்‌, அவை மூடியவை. எனவே, 40) என்பது K;- ன திறந்த உறையாக 
அமையும்‌. K; கச்சிதமான கணம்‌ என்பதால்‌, 0, ...,0ட என்ற முடிவுள்ள குறியீட்டு 
எண்கள்‌ KC... UG என அமையும்‌. 

ஆகவே, இரவு ட “ம்‌. ஆக இருக்கும்‌. இது நமது கொள்கைக்கு 
முரண்பாடு. ஆகையால்‌, ௫K வெற்றற்றது. 


1.62. துணைத்தேற்றம்‌ 
(டர என்பது, வெற்றற்ற கச்சிதமான கணங்களின்‌ ஒழுங்குவரிசை. மலும்‌, 


oo 
ல (௩-1,2... எனில்‌, () ௩, ஒரு வெற்றற்ற கணம்‌. 
n=1 


1.63. தேற்றம்‌ 
E என்பது, கச்சிதமான கணம்‌ K-ன்‌ முடிவில்லாத உட்கணம்‌ எனில்‌, K-ல்‌ 
E-ன்‌ எல்லைப்புள்ளி இருக்கும்‌. 
நிறுவல்‌: 
K-ன்‌ எந்த புள்ளியும்‌, ன்‌ எல்லைப்புள்ளியாக அமையவில்லை என்க. 
அனைத்துப்‌ புள்ளி ஏஎK-க்கு, V4 என்ற அண்மை ஆ-ன்‌ எந்த புள்ளியையும்‌ 
பெற்றிருக்காது (0213 எனில்‌) அல்லது E-ன்‌ ஒரே ஒரு புள்ளி மட்டும்‌ பெற்றிருக்கும்‌ 
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(ஏகE எனில்‌. ஏ என்பது K-ன்‌ ஏதேனும்‌ ஒரு புள்ளி என்பதால்‌, {Vஷ) ஆனது 
K-ன்‌ திறந்த உறை ஆகும்‌. K கச்சிதமான கணம்‌ என்பதால்‌, {Vஏ;சன்‌ எந்த ஒரு 
முடிவுள்ள உள்கூட்டமும்‌, ன்‌ உறையாகும்‌. அது, ௩-ன்‌ உறையாகவும்‌ அவது 
இது ஒரு முரண்பாடு. ஏனெனில்‌, ௧ ஒரு முடிவில்லாத கணம்‌. மேலும்‌, ஒவ்வொரு 
அண்மையும்‌ 13$-ன்‌ அதிகபட்சமாக ஒரு புள்ளியைப்‌ பெற்றிருக்கும்‌. 

ஆகையால்‌, K-ல்‌ 13-ன்‌ எல்லைப்புள்ளி இருக்கும்‌. 
1.64. தேற்றம்‌ 

(1) ஆனது R'-ல்‌ இடைவெளிகளின்‌ தொடர்வரிசை. மேலும்‌, 1, 51, (௩-1, 


oo 
2, ...) எனில்‌, [) 1; ஒரு வெற்றற்ற கணமாக அமையும்‌. 
n=1 
நிறுவல்‌: 
[ந - [க ௩] என்க. த ஆனது அனைத்து 8 களின்‌ கணம்‌ எனில்‌, 1 ஒரு 
நிவற்றற்ற மேல்வரம்புடைய கணம்‌. (மேல்‌ வரம்பு 01). % - 8யறீ என்க. 11, 1 
என்பன, மிகை முழு எண்கள்‌ எனில்‌, & 5 ௩ 5 Dn கழு » 


எனவ, அனைத்து க்கு, % < ba, 


x = supE = sup ({a,, n= 1,2...}) => 8௩% 


00 
எனவே, XE[an, br] = In, m= 1, 2,.... அதாவது, %€ [) 1: 
n=l 
0 ்‌ 
ஆகையால்‌, [) 1) ஒரு வெற்றற்ற கணமாக அமையும்‌. 
1)--] 


1.65. நேற்றம்‌ 
1; ஒரு மிகை முழு எண்‌ என்க. (1, ஆனது &- கண்‌ அறைகளின்‌ (&-cel!) 


௦௦ 
தொடர்வரிசை, 1, 1, (௩-1, 2, ...) எனில்‌, இல்‌ ஒரு வெற்றற்ற கணமாக 
| 4 


அமையும்‌. 
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நிறுவல்‌: 

l= {X= (Xi, ..., Xe): Aj EXE bn, 1S] <K,n=1,2, ...} 
[பர * [கேழ ந்‌] என்க. அனைத்து ]-க்கு, 1) என்பது தேற்றம்‌ 180-ன்‌ 
கொள்கையை நிறைவேற்றுவதால்‌, %; ( 1 5] 5 &} என்ற மெய்யெண்கள்‌, 
jx; bhi, (1 JK, n=1,2,...) என்றவாறு காணலாம்‌. 

ஏ* (பர...) எனில்‌, %*€ர],, (n= 1, 2,...) ஆக இருக்கும்‌. 

எனவே, in ஒரு வெற்றற்ற கணமாக அமையும்‌. 

n= 


1.66. தேற்றம்‌ 
ஒவ்வொரு 1₹-கண்‌ அறையும்‌ கச்சிதமானது. 
நிறுவல்‌: 
1 என்பது ஒரு &-கண்‌ அறை என்க. 


I= { x {xX}, Re 4) 5 Xj <b; | 53 ] <k}. 
1/2 
௦ = நடவு? என்க. எனல, 1, ரகl எனில்‌, [X- | 6 ஆகும்‌. 
] 


1 கச்சிதமான கணம்‌ அல்ல என்க. 1-ன்‌ திறந்த உறை (0,)-ன்‌ எந்த ஒரு 
உள்கூட்டமும்‌, [-ன்‌ உள்உறையாக அமையாதவாறு, {64 காணலாம்‌. 


a. +b. 


ப்ள டம்‌ என்க. [2, 0] மற்றும்‌ [௦ 6] என்ற இடைவெளிகள்‌ ர 


எண்ணிக்கையுள்ள Q; என்ற -கண்‌ அறைகளை உருவாக்கும்‌. இவைகளின்‌ சேர்ப்பு 
1. Q; என்ற இந்த கணங்களில்‌ குறைந்தது ஒன்று [க்கு (0)-ன்‌ முடிவுள்ள 
துணைக்கூட்டம்‌ எதுவும்‌ உறையாக அமையாது. அடுத்ததாக, 1-ஐ உள்பிரித்து, 
மமற்கண்ட முறையைத்‌ தொடர, கீழ்க்கண்டப்‌ பண்புகள்‌ உடைய (],) என்ற 


மிதாடர்வரிசை கிடைக்கப்பெறும்‌. 
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(அ 1515152515... 

(ஆ) 4(0)-ன்‌ எந்த ஒரு முடிவுள்ள துணைக்‌ கூட்டமும்‌ 1ர-ன்‌ உரையாக 

அமையாது. 

(இ) ௩%, el எனில்‌, [X -y[ 2 26. 

(அ) மற்றும்‌ தேற்றம்‌ 1.65-ன்‌ படி, அனைத்து [நாலும்‌ இருக்கும்‌ படியான %* என்ற 
புள்ளி இருக்கும்‌. 

ஏதேனுமொரு 6-க்கு ** கே என்க. நே திறந்த கணம்‌ என்பதால்‌, 1 > 0 
என்பது | - %*| “ர என அமையின்‌, ரே ஆக இருக்கும்‌. 276 <r என 
அமையும்‌ மிகப்பெரியது எனில்‌, (இ அ 1,௨ ஆகும்‌. இது (ஆ?-க்கு 
முரண்பாடானது. எனவே, ஒவ்வொரு &-கண்‌ அறையும்‌ கச்சிதமானது. 

1.67. மேற்றம்‌ 
R-ன்‌ ஒர்‌ உட்கணம்‌ 15, கீழ்கண்ட மூன்று பண்புகளில்‌ ஏதேனும்‌ ஒன்றைப்‌ 

பெற்றிருப்பின்‌, மீதி இரண்டையும்‌ 13 பெற்றிருக்கும்‌. 

(அ) ]£ ஆனது மூடிய மற்றும்‌ வரம்புடைய கணம்‌. 

(அ) 1£ கச்சிதமான கணம்‌. 

(இ) £-ன்‌ ஒவ்வொரு முடிவில்லாத உட்கணமும்‌, [4-ல்‌ எல்லைப்புள்ளியைப்‌ 
மிபற்றிருக்கும்‌. 

நிறுவல்‌: 

(அ) உண்மை எனில்‌, 1% ஆனது மூடிய மற்றும்‌ வரம்புடைய கணம்‌ ஆகும்‌. 
எனவே, 1 என்ற %-கண்‌ அறை 1-1 ஆக இருக்கும்‌. தேற்றம்‌ 1.66-ன்‌ படி, | 
கச்சிதமான கணம்‌. மேலும்‌, தேற்றம்‌ 1.59-ன்‌ படி, E-ம்‌ கச்சிதமான கணமாகும்‌. 

(ஆ) உண்மை எனில்‌, தேற்றம்‌ 1.63-ன்‌ படி(ஆ) அ (இ) ஆகும்‌. 

(இ) அ (அ) என நிறுவ மவண்டும்‌. 
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E வரம்பற்றது எனில்‌, 1-ல்‌ 36 என்ற புள்ளி 612 1 ( ௪ 1, 2, ...) என 
அமையும்‌. இத்தகைய புள்ளிகள்‌ X, “ஐத்‌ கொண்ட கணம்‌ முடிவில்லாதது. மற்றும்‌, 
R“-ல்‌ எல்லைப்புள்ளியைக்‌ கொண்டிராது. ஆகையால்‌, 15-லும்‌ எல்லைப்பள்ளியைப்‌ 
பெற்றிருக்காது. இது முரண்பாடு. எனவே, ௩ வரம்புடைய கணம்‌. 

௧ மூடிய கணம்‌ அல்ல எனில்‌, 36%” என்ற புள்ளி ௧-ல்‌ எல்லைப்புள்ளியாக 
அமையும்‌, ஆனால்‌, 1:-ன்‌ புள்ளியாக இருக்காது. ॥ ஈ 1, 2, ... க்கு ஏஎ]: என்ற 
புள்ளிகள்‌ (6 - %௦| ₹ 1/௩ ஆக இருக்கும்‌. இத்தகைய புள்ளிகள்‌ 3(,-ஐக்‌ கொண்ட 
கணம்‌ 5 எனில்‌, 5 முடிவற்றது. (5 முடிவுள்ளது எனில்‌, முடிவில்லாத அநேக பல 
0-க்கு [ஏட %0-ன்‌ மதிப்பு மிகை மாறிலியாக அமையும்‌). 
மமலும்‌, 5-க்கு 30 எல்லைப்புள்ளியாக இருக்கும்‌. ஆனால்‌, 5 ஆனது 1₹-ல்‌ மற்ற 
எந்த புள்ளியும்‌ எல்லைப்புள்ளியையும்‌ பெற்றிருக்காது. ஏனெனில்‌, yER®, ஏனடி 


எனில்‌, 8-3] 2 [Xo= YI - [Xn. Xo 


IV 


Xo = yl - In 2 (xo = y|/2 (பன்‌ முடிவுள்ள 
எண்ணிக்கைத்‌ தவிர) 
௮ ஆனது 5-ன்‌ எல்லைப்புள்ளியாக அமையாது. எனவே, -ல்‌ ஈன்‌ எந்த 
எல்லைப்புள்ளியும்‌ இல்லை. இது முரணானது. ஆகையால்‌, ௧ ஒரு மூடிய கணம்‌. 
குறிப்பு: 

எந்த ஒரு யாப்பு வெளியிலும்‌ (அ), (இ) என்பன சமானவையாகும்‌. ஆனால்‌, 
பொதுவாக, (அ) ஆனது (அ) மற்றும்‌ (இ)-ஐத்‌ தராது. 
எடுத்துக்காட்டாக, ௪ [0, 1]-ன்‌ யாப்பு பிரிநிலை (01501016) என்க. 
A ௪ (1, 1/2, 1/3, ...] என்ற கணம்‌ மூடிய மற்றும்‌ வரம்புடைய கணம்‌. ஆனால்‌, 
கச்சிதமான கணம்‌ அல்ல என நிறுவுவோம்‌. & ஆனது வரம்புடையது. இதற்கு, 
எல்லைப்புள்ளிகள்‌ இல்லை என்பதால்‌, A மூடியது. 6 ௪ {]1/), ॥ ௪ 1, 2... 
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என்ற திறந்த உறைக்கு, முடிவுள்ள உள்உறை கிடையாது. ஏனெனில்‌, முடிவுள்ள 
உள்உறை இருப்பின்‌, அவ்வுறையில்‌, A-ன்‌ முடிவுள்ள எண்ணிக்கையுள்ள புள்ளிகளே 


அமையும்‌. எனவே, A கச்சிதமான கணம்‌ அல்ல. 


1.68. தேற்றம்‌ ( வயிஸ்ட்ராஸ்‌) 
R-ன்‌ எந்த வரம்புடைய முடிவற்ற உட்கணமும்‌. 3-ல்‌ எல்லைப்புள்ளியைப்‌ 
பெற்றிருக்கும்‌. 
நிறுவல்‌: 
[3 என்பது R*-ன்‌ வரம்புடைய முடிவற்ற உட்கணம்‌ என்க. ஆகவே, 1$ ஆனது 
1CR* என்ற %-கண்‌ அறைக்கு உட்கணமாக அமையும்‌. எனவே, 1 ஒரு கச்சிதமான 
கணம்‌... தேற்றம்‌ 1.63-ன்‌ படி, ன்‌ எல்லைப்புள்ளி 1-ல்‌ அமையும்‌. 


ஆகையால்‌, 5-ல்‌ அமையும்‌. 


1.7. செவ்விய கணங்கள்‌ (Perfect Sets) 
1.69. தேற்றம்‌ 

P என்பது 1-ல்‌ வெற்றற்ற செவ்விய கணம்‌ எனில்‌, 1 எண்ணிடதகாதது. 
நிறுவல்‌: 

1-ல்‌ எல்லைப்புள்ளிகள்‌ அமைவதால்‌, 1 முடிவில்லாததாக அமையும்‌. 
1. எண்ணிடத்தக்கது எனில்‌, P-ன்‌ புள்ளிகளை %, 262, 3, ....எனக்‌ குறிக்கலாம்‌. 
(754 என்ற அண்மைகளின்‌ ஒழுங்குவரிசையைப்‌ பின்வருமாறு அமைப்போம்‌. 
V| என்பது %1-ன்‌ அண்மை என்க. Vரால்‌ [ர - 1] £1 என அமையும்‌ அனைத்து 
ஏழ -ம்‌ அமையுமானால்‌, “ன்‌ அடைப்பு Vi = (நுறு நு -2][217) ஆக 
இருக்கும்‌. VP வெற்றற்ற கணமாக அமையுமாறு V, அமைக்கப்பட்டுள்ளது என்க. 


P-ன்‌ அனைத்துப்புள்ளிகளும்‌, 1-ன்‌ எல்லைப்புள்ளிகளாக அமைவதால்‌, V4 என்ற 


மிமய்யெண்‌ பகுப்பியல்‌ 42 


அங்கம்‌ 0) புவி (0 Xn Vo (11) Ve OP வெற்றற்றது என 
அமையும்‌. 

(111)-ல்‌ இருந்து, வுட நமது தொகுத்தறிதல்‌ கொள்கையை நிறைவு செய்வதால்‌, 
இந்த அமைப்பைத்‌ தொடர முடியும்‌. K, - டாம என்க. V, மூடிய வரம்புடைய 


கணம்‌ என்பதால்‌, *, கச்சிதமான கணமாக அமையும்‌. மேலும்‌, டட அ மன்‌ 


00 ௦௦ 
எந்தப்‌ புள்ளியும்‌ (K, -ல்‌ இருக்காது. K, ௨ P அ(K, ஒரு வெற்று கணமாக 
| [ 


அமையும்‌. ஆனால்‌, ஒவ்மவொரு Kட-ம்‌ வெற்றற்றது ((111)-ல்‌ இருந்து) மற்றும்‌ 
KK ((1)-ல்‌ இருந்து). இ து து ணைத்தேற்றம்‌ 1.82-க்கு முரண்பாடானது. 
எனவே, ? எண்ணிடத்தகாதது. 


1.70. துணைத்தேற்றம்‌ 
ஒவ்வொரு இடையெளி [2, 6], ( & £ 6)-யும்‌ எண்ணிடத்தகாதது. குறிப்பாக, 
அனைத்து மெய்யெண்களின்‌ கணம்‌ எண்ணிடத்தகாதது. 


1.8. காண்டார்‌ கணம்‌ (Cantor Set) 

R'-ல்‌ எந்த துண்டும்‌ இல்லாத செவ்விய கணங்களை அமைப்போம்‌. 
Eo என்பது [0, 1] என்ற இடைவெளி என்க. அதிலிருந்து, [1/3, 2/3] என்ற 
துண்டை நீக்குக. 
[| என்பது [0, 1/3], (2/3, 1] என்ற இடைவெளிகளின்‌ சேர்ப்பு என்க. 
இவ்விடைகளின்‌, மத்திய மூன்றில்‌ ஒரு பகுதியை நீக்குக. 
E+ என்பது [0, 1/9], [2/9, 3/9], [6/9, 7/9], [8/9, 1] என்ற இடையெளிகளின்‌ 
சேர்ப்பு என்க. இம்முறையை தொடருவோமானால்‌, £, என்ற கச்சிதமான கணங்களின்‌ 
ஒழுங்கு முறையைப்‌ பின்வருமாறுக்‌ காணலாம்‌. 


(௮) E, DE-DE; கல்‌ 
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(அ) 13, என்பது, ஒவ்வொன்றும்‌ 3" நீளமுடைய 2” இடையவெளிகளின்‌ சேர்ப்பு. 


௦0 
= Fn என்ற கணம்‌, காண்டார்‌ கணம்‌ என அழைக்கப்படும்‌. இக்கணம்‌, 
| 6 தது 


மிவற்றற்ற கச்சிதமான கணமாக அமையும்‌. 
(1) 1-ல்‌ எந்த துண்டும்‌ இல்லை எனக்‌ காட்டுவோம்‌. 


3k 13K 2) ௩ . ன டம ட ல்‌ 
பை ப (டே ற என்பன முழு எண்கள்‌) என்ற துண்டுகளுக்கும்‌ 2-க்குப்‌ 


பொதுவான புள்ளிகள்‌ எதுவுமில்லை. (0, [3) என்ற துண்டு, 3" < (8 - ௦)/6 எனில்‌, 
மேலே கண்ட அமைப்பில்‌ உள்ள துண்டைப்‌ பெற்றிருக்கும்‌. எனவே, 2-ல்‌ எந்த ஒரு 
துண்டும்‌ இல்லை. 
(11) - ஒரு செவ்விய கணம்‌ எனக்‌ காட்டுவோம்‌. 

இதனை நிறுவ, -ல்‌ எந்த ஒரு தனித்தப்‌ புள்ளியும்‌ இல்லை என நிறுவுவோம்‌. 

ஏக? மற்றும்‌ $“ஐக்‌ கொண்ட ஏதேனுமொரு துண்டு 5 என்க. [ந என்பது %-ஐ 
உள்ளடக்கிய டன்‌ ஒரு இடைவெளி என்க. ற-ஐ மீப்பெரிதாக, 165 என 
அமையுமாறுத்‌ தெர்ந்தெடுக்க. 26 என்பது 1,-ன்‌ இறுதிப்புள்ளி, 3, -* % என்க. 

0-ன்‌ அமைப்பின்‌ படி, எ ஆக இருக்கும்‌. எனவே, % என்பது மன்‌ 
எல்லைப்புள்ளியாக அமையும்‌. 


ஆகையால்‌, 1 ஒரு செவ்விய கணம்‌. 


1.9. இணைந்த கணங்கள்‌ (Connected Sets) 
1.71. வரையறை 

X என்ற யாப்பு வெளியின்‌ இரு உட்கணங்கள்‌ A, B. A B மற்றும்‌ ANB 
வெற்று கணங்களாக அமையின்‌, &, 1 பிரிக்கப்பட்டக்‌ கணங்கள்‌ (separated 


sets) எனப்படும்‌. 
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அதாவது, A, B-ன்‌ எந்த ஒரு புள்ளியும்‌ முறையே 13-ன்‌ அடைப்பிலும்‌, கன்‌ 
அடைப்பிலும்‌ இருக்காது. 

ECX என்ற கணம்‌, இரு வெற்றற்ற பிரிக்கப்பட்ட கணங்களின்‌ சேர்ப்பாக 
அமையவில்லை எனில்‌, அக்கணம்‌ இணைந்த கணம்‌ எனப்படும்‌. 
குறிப்பு: 

பிரிக்கப்பட்ட கணங்கள்‌ பொது உறுப்பற்ற (015)0101) கணங்களாக அமையும்‌. 
ஆனால்‌, பொது உறுப்பற்ற கணங்கள்‌, பிரிக்கப்பட்ட கணங்களாக அமையத்‌ 
ீதவையில்லை. எடுத்துக்காட்டாக, [0, 1] என்ற இடைவெளியும்‌, (1, 2) என்ற 
துண்டும்‌ பிரிக்கப்பட்ட கணங்கள்‌ இல்லை. ஏனனில்‌, (1, 2)-ன்‌ எல்லைப்புள்ளி 1, 
ஆனால்‌, (0. 1) மற்றும்‌ (1, 2) என்ற துண்டுகள்‌ பிரிக்கப்பட்ட கணங்கள்‌. 
1.72. மதற்றம்‌ 

R' என்ற மெய்கோட்டின்‌ உட்கணம்‌ £௩ இணைந்த கணமாக அமையத்‌ 
மதவையான மற்றும்‌ போதுமான நிபந்தனையாவது: 

xeE, yeE மற்றும்‌ % ₹ 2 ₹3/ எனில்‌, ZகE ஆகும்‌. 
நிறுவல்‌: 

ECR' ஒரு இணைந்த கணம்‌ என்க. XE, yeE மற்றும்‌ ஏதேனும்‌ ஒரு 
26(3- க்கு 26] என்க, A, ௪ EN(-௦௦, த) , B,  E(Z, ௦) எனில்‌, 
= AB, ஆகும்‌. % XஆZ<y என்பதால்‌, XA, மற்றும்‌ 3613, 

எனவே, கீ, மற்றும்‌ B, வெற்றற்றவை. மேலும்‌, A,B, - ட. A,௭(-௦௦, 2), 
B,C(z, ௦) என்பதால்‌, அவை பிரிக்கப்பட்ட கணங்கள்‌. 


எனவே, £ இணைந்த கணம்‌ அல்ல. இது முரணானது. எனவே, EE. 
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மறுதலையாக, £ இணைந்த கணம்‌ அல்ல என்க. எனவே, A, 1$ என்ற 
மிவற்றற்ற பிரிக்கப்பட்ட கணங்கள்‌, ப என்றவாறு அமையும்‌. ஆகையால்‌ 
கமிட்‌ மற்றும்‌ ANB. 
xeA, yeB மற்றும்‌ x <y என்க. 
z = sup[AN[x, y]) (தேற்றம்‌ 1.46-ன்‌ படி, 2€ A= ததர. 
ஆனால்‌, Z€[%, ர]. எனவே, Z₹) 
குறிப்பாக, % ௩ 2 4) ஆக இருக்கும்‌. 2ஜ.A எனில்‌, 24%. எனவே, 2 5 % ஆகும்‌. 
ஆகையால்‌, % ௩ 2 வ மற்றும்‌ 2214. 
௧A எனில்‌, 8 1 ஆகும்‌. எனவே, 2 என்ற புள்ளி 2 ₹ 2) “37 மற்றும்‌ 21 613 
என அமையும்‌. எனவே, % ₹ 2) “ மற்றும்‌ 2) 61% ஆக இருக்கும்‌.” 
1.73. துணைத்தேற்றம்‌ 

மெய்க்கோடு R' ஒரு இணைந்த கணம்‌. 


1.74. £தற்றம்‌ 

X என்ற யாப்புவெளியின்‌ என்பது ஓர்‌ இணைந்த உட்கணம்‌. மேலும்‌, A, B 
என்பன பிரிக்கப்பட்ட கணங்கள்‌, டAபB எனில்‌, ECA அல்லது ECB ஆக 
அமையும்‌. 
நிறுவல்‌: 

EcAUB என்பதால்‌, த ௪ EN(AUB) = (ENAJU(ENB) அ (2) 
ENA மற்றும்‌ EB என்பதில்‌ குறைந்தது ஒரு கணமாவது வெற்றுகணம்‌ என 
நிறுவுவோம்‌. 
முடியுமானால்‌, இரு கணங்களும்‌ வெற்றற்றவை என்க. 

EAB EA B என்பதால்‌, (EAA)(EAB) Cc (ENA) EN B) 
= (EN. E)(AN B)=En Eg =. 
— (ENA)((ENB) = ம்‌. 
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இதைப்‌ போலவே, (35.89) = ம்‌. 

எனவே, ENA மற்றும்‌ £ என்பன பிரிக்கப்பட்ட கணங்கள்‌. மேலும்‌, 

அவை, 13-ன்‌ பிரித்தலாக அமைகிறது. ஆகையால்‌, 1$ இணைந்த கணம்‌ அல்ல. 
இது முரண்பாடு. 

எனவே, ENA, ENB. இவைகளில்‌ குறைந்தது ஒன்று வெற்று கணம்‌ ஆகும்‌. 

ENA = எனில்‌, (2)-ல்‌ இருந்து, த ஈ ENB - EcB. 

இதைப்‌ போலவே, EB = ட எனில்‌, ECA எனக்‌ கிடைக்கும்‌. ஆகையால்‌, ௩A 
அல்லது ௩B ஆக அமையும்‌. 


1.75. மேற்றம்‌ 

X என்ற யாப்புவெளியின்‌ ஓர்‌ இணைந்த உட்கணம்‌ 13 என்க. 1* என்ற &-ன்‌ 
உட்கணம்‌ 13-72 E என அமைகிறது எனில்‌, 1* இணைந்த கணம்‌. குறிப்பாக, E 
ஓர்‌ இணைந்த கணம்‌ ஆகும்‌. 
நிறுவல்‌: 

முடியுமானால்‌, ஈ இணைந்த கணம்‌ அல்ல என்க. A, B என்ற பிரிக்கப்பட்ட 
கணங்கள்‌, AபB - F என அமையும்‌. EC என்பதால்‌, CAB ஆக 
இருக்கும்‌. தேற்றம்‌ 1.74-ன்‌ படி, 84 அல்லது 8 ஆக அமையும்‌. ECA 
எனில்‌, EC A> EABc கறி எடி > EnB=%. 
மேலும்‌, F ௪ AUB மற்றும்‌ Fc E,BcFc E> நாற்றி. 
இது, 13-ம்‌ என்பதற்கு முரண்பாடு. எனவே, ஈ ஓர்‌ இணைந்த கணம்‌. 


ஆகையால்‌ ந! E அ 1] இணைந்த கணம்‌. 
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குறிப்பு: 
இணைந்த கணத்தின்‌ உட்கணம்‌ இணைந்ததாக அமையத்‌ தவையில்லை. 
எடுத்துக்காட்டாக, மிமய்கோடு R' ஓர்‌ இணைந்த கணம்‌. ஆனால்‌, அதன்‌ உட்கணம்‌ 


(1, 2, ... இணைந்த கணம்‌ அல்ல. 


1.10. பயிற்சி வினாக்கள்‌ 


1. A ஒரு எண்ணத்தக்க கணம்‌, B ஒரு எண்ணிடமுடியாத ' கணம்‌ எனில்‌, B - A 
அனது எண்ணிடமுடியாத கணம்‌ எனக்‌ காட்டுக. 

2. ஒவ்வொரு என்ணிடமுடியாத கணமும்‌. முடிவற்ற எண்ணத்தக்க உட்கணத்தைப்‌ 
பெற்றிருக்கும்‌ என நிறுவக, 

3. பின்வரும்‌ கணங்கள்‌ எண்ணத்தக்கவை எனக்‌ காட்டுக. 

(அ) விகிதமுறு எண்களை  ஆரமாகவும்‌, விகிதமுறு எண்களை 
ஆயத்தொலைகளாகவும்‌ கொண்ட மையங்களை உடையதாகவும்‌, மெய்ப்புனை 
தளத்தில்‌ உள்ள வட்டங்களின்‌ கணம்‌ 

(அ) மிகை நீளம்‌ கொண்ட பொது உறுப்பற்ற இடைவெளிகளின்‌ கணம்‌ 
4. R'-ல்‌ திறந்த மற்றும்‌ மூடிய கணமாகவும்‌ அமையும்‌ கணங்கள்‌ வெற்று கணம்‌ 
மற்றும்‌ ௩' மட்டுமே என நிறுவுக. 

5. ஒரு யாப்பு வெளியின்‌ ஒவ்வொரு முடிவுள்ள உட்கணமும்‌ மூடியது என நிறுவுக, 
6. 5 ஒரு மூடிய கணம்‌, 1 ஒரு கச்சித கணம்‌ எனில்‌, 501 ஒரு கச்சித கணம்‌ 
என்‌ நிறுவுக. 

7. )M என்ற யாப்பு வெளியின்‌ முடிவுள்ள எண்ணிக்கையுள்ள கச்சித 


உட்கணங்களின்‌ சேர்ப்பு கச்சிதமானது என நிறுவுக. 
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8. M என்ற யாப்பு வெளியின்‌ ஏதேனும்‌ ஒரு தொகுதி கச்சித உட்கணங்களின்‌ 
பெட்டு கச்சிதமானது என நிறுவுக. 

9 8-ல்‌ மூடிய, கச்சித கணமாக அமையாது ஒர்‌ உட்கணத்தின்‌ உதாரணம்‌ தருக. 
10. R'-ல்‌ வரம்புடைய கச்சித கணமாக அமையாது. ஓர்‌ உட்கணத்தின்‌ 
உதாரணம்‌ தருக. 

11. R'-ன்‌ இணைந்த உட்கணத்தின்‌ அடைப்பு இணைந்த கணம்‌ என நிறுவுக. 
12. மெய்யெண்களின்‌ கச்சித கணத்தை அதன்‌ எல்லைப்‌ புள்ளிகள்‌ 
எண்ணத்தக்க கணமாக அமையுமாறு உருவாக்குக. 

13. இணைந்த கணங்களின்‌ அடைப்புகள்‌ எப்பொழுதும்‌ இணைந்த கணங்களாக 
அமையுமா? காரணம்‌ கூறுக. 

14. 1-ல்‌ விகிதமுறு எண்கள்‌ எதுவும்‌ அமையாத, வெற்றற்ற செவ்விய கணம்‌ 
இருக்குமா? காரணம்‌ கூறுக. 

15. ஒவ்வொரு முடிவுள்ள யாப்புவெளியும்‌ கச்சிதமானது எனக்‌ காட்டுக. 

16. , & என்ற யாப்புவெளியின்‌ இரு கச்சித கணங்கள்‌ A, B எனில்‌, AபB ஒரு 
கச்சித கணம்‌ என நிறுவுக. 

17. & என்ற யாப்புபிவளியின்‌ இரு இணைந்த கணங்கள்‌ A, B, ANB = 
எனில்‌, AB ஒரு இணைந்த கணம்‌ என நிறுவுக. 


RR RRR RRRKR KKK 


அத்தியாயம்‌ 2 
தொடர்வரிசைகள்‌ மற்றும்‌ தொடர்கள்‌ 
(Sequences and Series) 
இந்த அத்தியாயம்‌, சார்புகளின்‌ சிறப்பு வகையான தொடர்வரிசைகள்‌ மற்றும்‌ 
தொடர்களைப்‌ பற்றியது. ஒருங்கும்‌ தொடர்வரிசைகள்‌, காஷி தொடர்வரிசைகள்‌ 
இங்கு கூறப்பட்டுள்ளன. தொடர்களின்‌ ஒருங்கலை அறிவதற்கான சோதனைகள்‌, 
தொடர்களின்‌ அற ஒருங்கல்‌, அடுக்குத்‌ தொடர்கள்‌ மற்றும்‌ பகுதி பகுதியாகக்‌ 


கூட்டல்‌ ஆகியவை விளக்கப்பட்டுள்ளன 


2.1. தொடர்வரிசையின்‌ ஒருங்கல்‌ 
{று என்பது % என்ற யாப்புவெளியின்‌ ஓரு தொடர்வரிசை மற்றும்‌ றக 
என்க. 820 கொடுக்கப்படும்‌ போது, 8, ற) ₹ 6, 1271 என்றவாறு ஒவ்வொரு 8- 
ஐப்‌ பொறுத்து ஒரு முழு எண்‌ 14 ஆனது இருந்தால்‌, (ற; ஆனது, ற-க்கு 
ஒருங்குகிறது என்போம்‌. 
0 என்பது &- ல்‌ தூரத்தைக்‌ குறிக்கும்‌. 
மிதாடர்வரிசை ற) ஆனது, ற-க்கு ஒருங்கினால்‌, -க்கு (ற,)-ன்‌ எல்லை 
என்று பெயர்‌. இது, றர ந அல்லது ண்ட 0 எனவும்‌ எழுதுவதுண்டு. 
மதொடர்வரிசை {நு ஆனது, ஒருங்கவில்லையென்றால்‌, அது விரி தொடர்வரிசை 
எனப்படும்‌. 
ஒருங்கு தொடர்வரிசை, (ற,)- ஐ மட்டும்‌ சார்ந்திராமல்‌, 28-ஐயும்‌ 
சார்ந்திருக்கும்‌. 
எடுத்துகாட்டாக, {1/௩3 என்ற தொடர்வரிசை R'-ல்‌ 0-க்கு ஒருங்கும்‌. 
ஆனால்‌, அனைத்து மிகை மெய்யெண்களின்‌ கணத்தில்‌ ஒருங்காது. 
(d(x, y) [x - y1). 
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2.2. வரம்புடைய தொடர்வரிசை (Bounded Sequence) 

அனைத்துப்புள்ளிகளின்‌ கணம்‌, நடி, (௩௪ 1, 2, ஃ.] என்பது ( ஹரன்‌ 
வீச்செல்லை எனப்படும்‌. {றட என்ற தொடர்வரிசையின்‌ வீச்செல்லை வரம்புடையது 
எனில்‌, {3 வரம்புடையது எனப்படும்‌. 
2.3. எடுத்துக்காட்டுகள்‌ 

மிமய்ப்புனை எண்களின்‌ தொடர்வரிசைகளை எடுத்துக்கொள்க. (& ௪ RS). 


(அ) ற, 1/0 எனில்‌, in Pn 0 இதன்‌ வீச்செல்லை முடிவிலாதது. ஆனால்‌, 


மிதாடர்வரிசை வரம்புடையது. 
(ஆ நு 1” எனில்‌, (ற, என்ற தொடர்வரிசை முடிவிலா லீச்செல்லை உடைய 
வரம்பற்ற தொடர்வரிசையாகும்‌. 
(இ) றட, ஈ 1 4+ (-1)/ எனில்‌, {ற} என்ற தொடர்வரிசை 1-க்கு ஒருங்கும்‌. 
நமலும்‌, (ற, ஆனது முடிவிலா லீச்செல்லை உடைய, வரம்புடைய தொடர்வரிசை. 
ஈ) நந ஈ 1 எனில்‌, {ற என்ற தொடர்வரிசை வரம்புடைய, முடிவுள்ள 
வீச்செல்லை உடைய விரியும்‌ தொடர்வரிசை. 
(உ) று 1 (0 1, 2, ...; எனில்‌, {ற ஆனது 1-க்கு ஒருங்கும்‌, வரம்புடைய, 
முடிவுள்ள வீச்செல்லை உடைய தொடர்வரிசை. 
2.4. நேற்றம்‌ 

என்ற யாப்பு வெளியில்‌ {றந என்பது ஒரு தொடர்வரிசை என்க. (ற,) 
ஆனது றக& என்ற புள்ளிக்கு ஒருங்கத்‌ தேவையானதும்‌ போதுமானதுமான 
நிபந்தனை: 
றான்‌ ஒவ்மவொரு அண்மையிலும்‌ {ற௩)-ன்‌ அனைத்து ஆனால்‌ முடிவுள்ள அநேக 
(all but finitely many) உறுப்புகள்‌ இருக்கும்‌. 
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நிறுவல்‌: 

ட ஓ மற்றும்‌ றான்‌ ஓர்‌ அண்மை V என்க. எனவே, 82 0 என்ற 
எண்ணிற்கு, 4(ற, 0) ₹8 என அமையும்‌. 
0€& என்பதால்‌, ஏக V. 
Dh - ற அ இந்த 8-க்கு, 14 என்ற எண்‌, ௩2 N எனில்‌, 8, , ற) ௩ £ என்றவாறு: 
இருக்கும்‌. எனவே, 12 N அ EV ஆகும்‌, 

மறுதலையாக, றான்‌ ஒவ்வொரு அண்மையும்‌ அனைத்து, ஆனால்‌ முடிவுள்ள 
அநேக பல (1iitely many) pH -ஐப்‌ பெற்றிருக்கிறது என்க. 
82: 0 என்க. 
V ={qexX: ம, 0) ₹8) என்க. 

நமது கொள்கையின்‌ படி, V-க்கு ஏதுவாக, 14 என்ற எண்‌, ௩ 2 11 எனில்‌, 
EV ஆக அமையும்‌. எனவே, 11 2 N எனில்‌ (நூ ற) ₹ 8 ஆக இருக்கும்‌. 


ஆகையால்‌, ற, ற. 


அடுத்ததாக, ஒரு தொடர்வரிசை ஒன்றுக்கு மேற்ப்பட்ட எல்லைக்கு ஒருங்காது என 
நிறுவுவோம்‌. 
2.5. தேற்றம்‌ 

ஒருங்கும்‌ தொடர்வரிசைக்கு, ஒரே ஒரு எல்லை தான்‌ உண்டு. 

அதாவது, று) என்பது யாப்புபெவளி &-ல்‌ ஒரு தொடர்வரிசை. ற, ற'€X மற்றும்‌ 
PnP, Ph-P' எனில்‌, ற ஈ ற'ஆக இருக்கும்‌. 
நிறுவல்‌: 

82 0 எனக்‌ மகொடுக்கப்பட்டுள்ளது என்க. 


Ph — p, Ph — p' என்பதால்‌, 2 N' அ ம௫,, ற) ௩ 8/2 என்றவாறும்‌, 


மெய்யெண்‌ பகுப்பியல்‌ 2 


n>N" ம, ற?) ₹ ௨2 என்றவாறும்‌, 14, 14” என்ற முழு எண்கள்‌ இருக்கும்‌. 
N = max(N', 14) என்க. 
எனயவ, ௩2 N அ ௮(ற,, p) < £/2 மற்றும்‌ (ph, p') ₹8/2. 
இப்பொழுது, (ற, ற') ௩ 4(p, pa) + d(ph, p< E/2+E/2 FE. 
82 0 ஏதேனுமொரு எண்‌ என்பதால்‌, (ற, ற') ௪ 0. 
எனமவ, ற" “ஈ ற ஆக அமையும்‌. 
2.6. நேற்றம்‌ 

X யாப்பு வெளியில்‌, ஒவ்வொரு ஒருங்கும்‌ தொடர்வரிசையும்‌ வரம்புள்ளதாகும்‌. 

நிறுவல்‌: 

(நு; என்பது %-ல்‌ ற என்ற புள்ளியில்‌ ஒருங்கும்‌ தொடர்வரிசை என்க. 
எனவே, 12 N அ (நந, 1) ௬ 1 என்றவாறு ஒரு முழு எண்‌ N இருக்கும்‌. 
r= max{l,d(p;,p), ..., ற) எனில்‌, (Py pP)Er, n= 1,2,3,.... 
வரை இலக்கணப்படி, {/ ஆனது வரம்புள்ளதாகும்‌. 
குறிப்பு 

இத்மதற்றத்தின்‌ மறுதலை உண்மையாகாது. அதாவது, பொதுவாக, வரம்புள்ள 
மிதாடர்வரிசைகள்‌ ஒருங்குவதில்லை. 
எடுத்துக்காட்டாக, 0, - ((-1)7)- (-1, 1, -1, 1, ... என்ற தொடர்வரிசை 
வரம்புடையது. 
(1, ந இரட்டை எண்‌ எனில்‌, 

, ॥ ஒற்றை எண்‌ எனில்‌ 

எனவே, {ஹு} ஒருங்கும்‌ தொடர்வரிசை அல்ல. 
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2.7. தேற்றம்‌ 
X என்ற யாப்பு வெளியின்‌ ஒர்‌ உட்கணம்‌ E. ற என்பது ஆ-ன்‌ 


எல்லைப்புள்ளி எனில்‌, 13-ல்‌ {ந} என்ற தொடர்வரிசை, ற ஈ [/ ந எனக்‌ 
1-௦ 


காணலாம்‌. 
நிறுவல்‌: 
[3-ன்‌ எல்லைப்புள்ளி ற என்பதால்‌, ஒவ்வொரு மிகை முழு எண்‌ 11-ற்கு, PEE 
என்ற புள்ளி (றட, ற) ₹ 1// என அமையும்‌. 
கொடுக்கப்பட்ட 8 > 0-விற்கு, N-ஐ Ne 2-1 என்றவாறு தேர்ந்தெடுக்க. 
எனவே, 12” N எனில்‌, (ஐ, ற) -1/11 ₹ 6. 
கையால்‌, 71: ன ம்‌. 

த்‌ ப்பம்‌ ஆகு 

மிமய்ப்புனை எண்களின்‌ தொடர்வரிசைகளின்‌ இயற்கணித செயல்களைக்‌ 
கீழ்க்க்ண்டத்‌ தேற்றத்தில்‌ காணலாம்‌. 
2.8. தேற்றம்‌ 

(5) மற்றும்‌ (1) என்பன மெய்ப்புனை தொடர்வரிசைகள்‌. [[௱ ந - 5; 

n—00 
[௱ 11 எனில்‌, 
11-2௦ 
(அ ம ட Tle) இரத 
ட்ப 
(அ) ரே “0 ற (454) “078,0 ஆனது ஏதேனும்‌ ஓர்‌ எண்‌. 
ஆ மறு lig 6180) ஆனது ஏதேனும்‌ ஓ 
(இ) im ராக 20 
வட்டப்‌ 
௫ உகர (1,9 5. ஹ்ம்‌ 580 எனில்‌, ஜஜ உ 
11-55 5 


நிறுவல்‌: 
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(அ) 82 0 கொடுக்கப்பட்டுள்ளது என்க. 
Jim Sn ௭, i tn 1 என்பதால்‌, 
Isa - 8] < €/2, ௩ 214) என்றவாறு 1417ம்‌, 
It, tl < €/2, n> N+ என்றவாறு 142-ம்‌ இருக்கும்‌. 
N = max(N;, N+) எனில்‌, 
n> N => ([(Sp+ ta) - (S+1)|XIsn- S| +I <E ஆகும்‌. 
எனவே, {5+ ஙூ 28. 
(அ) ௦0 என்க. 
கொடுக்கப்பட்ட 82 0-க்கு, [5௩ - 8] ₹ 8/0] , ௩2 N என்றவாறு 11 இருக்கிறது. 
எனவ, 1211 எனில்‌, [5௩ - 08 € [c| (8- S| ₹ 8 ஆகும்‌. 
ஆகையால்‌, 5௩? C5. 
இதைப்போலவே, 1 2 N எனில்‌, |5, - 8] ௩ £ என்றவாறு N இருக்கிறது. 
ஆகவே, ௩2 எனில்‌ [(C 4 5௩) - (C+ 5)] = [Sn- S|I<E. 
எனவே, 6 4 5௩  * ௧ ஆகும்‌. 
(இ). SH - St = (Sh = S(t = 0 + s(t, - 1) + H(SH— S ) 
820 பகொடுக்கப்பட்டுள்ளது என்க. 
[Sh - S| <Ne,n>N, என்றவாறு N;-ம்‌ 
ty tl <Ve,n > Np என்றவாறு N-ம்‌ இருக்கின்றன. 
N = max(N,, N+) எனில்‌, N2N > ((s,- 80-10] ₹ 8. 
எனவ, 11 (8&-8)(,-1)-0. 

11-00 

t,— t => st, — st 
5-8 15) — 19 


எனவே, [௱ ரோ) 0. 
1-5 
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(ஈ) 5 5 ௮ [5% 5[< [5]/2, ௩ 2 ற என்றவாறு | இருக்கிறது. 
எனவே, ॥ 2 ௩ எனில்‌, [5% 2 |5)/2. 

கொடுக்கப்பட்ட 82 0 க்கு, ௬ 5 10. என்றவாறு 14 என்ற எண்‌, 
n>N = [= 8 4 196/2 என இருக்கிறது. 

1 1 


Sn S 


Mn 
5115 


on <e, 


S| 


மகம்‌ 


ஆகையால்‌, n>N => 














எனவ, 4ஆம்‌ ஆக இருக்கும்‌. 
Sn 5 


2.9. தேற்றம்‌ 

(அ) ஆக (௩1, 2, 3, ...) மற்றும்‌ ஏர்‌ (00, பெர) என்க. (67 
என்ற தொடர்வரிசை % (01, ... , 0%)-க்கு ஒருங்கும்‌ ௯ [[௱ 04௩ * 00 
(1<j<K). 
நிறுவல்‌: 


52% என்க. கொடுக்கப்பட்ட 82 0 க்கு ஏற்ப, 14 என்ற முழு எண்‌, 
[Xx |< ௧, n2N என்றவாறு அமையும்‌. 
R* -ன்‌ அலகை (0௦11) யின்‌ வரையறைப்படி, (00,௩௪ 0ப| 5 |%ந- %| 
எனவே, 12 N ௮ [0௩ - 00| ௩ € ஆகும்‌. 


மறுதலையாக, [௱ ப 04 எனக. 
1), 


ஒவ்வொரு 82 0-க்கு ஏற்ப, 11 என்ற முழு எண்‌, 12 N = [jn | <e/Nk, 
(1 ௩] Kk) என அமையும்‌. 


1 
2.2 
0. -0. ௩ 8, ஆகையால்‌, X௩-? %. 


k 
எனபவ, N2N ௮ ஆ 8 த்து 


| 
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2.2. துணைத்தொடர்வரிசைகள்‌ (5பbsequeNCES) 
2.10. வரையறை 

பகொடுக்கப்பட்ட {று என்ற தொடர்வரிசைக்கு, 1) “ட “டி & .. என 
அமையும்‌ (ரூ என்ற மிகை முழுஎண்களின்‌ தொடர்வரிசையை எடுத்துக்‌ கொள்க. 


(௮.3 என்ற நிதாடர்வரிசை, {றன்‌ துணைத்தொடர்வரிசை எனப்படும்‌. 

i 

ம்‌... ஒருங்குமாயின்‌, அதன்‌ எல்லை, (ற; -ன்‌ துணைத்‌ தொடர்பு எல்லை 
i 


(subsequential limit) எனப்படும்‌. 
2.11. தேற்றம்‌ 

X என்ற யாப்பு வெளியில்‌, (ற, என்ற தொடர்வரிசை ற-க்கு ஒருங்குவதற்குத்‌ 
தேவையானதும்‌ மற்றும்‌ போதுமானதுமான நிபந்தனையாவது, {ஹஸன்‌ ஒவ்வொரு 
துணைத்‌ தொடர்வரிசையும்‌ ற-க்கு ஒருங்குவதாகும்‌. 
நிறுவல்‌: 

௨ ற என்க. (Pa; என்பது {றன்‌ துணைத்தொடர்வரிசை என்க. 
கொடுக்கப்பட்ட 82 0-க்கு, 14 என்ற முழு எண்‌, ௩2 N எனில்‌, 0, ற) <e என 
அமையும்‌. பிட ! ஆனது துணைத்தொடர்வரிசை என்பதால்‌, M என்ற முழுஎண்‌, ॥ 
2 1/4 எனில்‌, 1,2 14 என அமையும்‌. எனவே, ௩2 )M எனில்‌, (றந, 0) “8 ஆக 
இருக்கும்‌. ஆகையால்‌, Pn; ு ற ஆகும்‌. 
இதன்‌ மறுதலை, {ஹஈ)-ம்‌ ஒரு துணைத்தொடர்வரிசை என்பதால்‌, உண்மையாகிறது. 
2.12. மேற்றம்‌ 

(அ & என்ற கச்சிதமான யாப்பு வெளியில்‌, {ந என்பது ஒரு 
மிதாடர்வரிசை எனில்‌, (ற,)-ன்‌ ஏதேனும்‌ ஒரு துணைத்தொடர்வரிசை, X-ன்‌ ஒரு 
புள்ளிக்கு ஒருங்கும்‌. 
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(ஆ) R-ல்‌ ஒவ்வொரு வரம்புடைய தொடர்வரிசையும்‌, ஒருங்கும்‌ துணைத்‌ 
தொடர்வரிசையைப்‌ இபற்றிருக்கும்‌. 
நிறுவல்‌: 

(அ) {ந௩;-ன்‌ வீச்செல்லை ந என்க. 

௧ முடிவுள்ளது எனில்‌, ற€]$ என்ற புள்ளி மற்றும்‌ ஙு & ட ௩ 1டி ௩ ... என 
அமையும்‌ 1; என்ற தொடர்வரிசை, Pn ப்ள ௨ என்றவாறு இருக்கும்‌. 
எனவே, இவ்வாறு அமைக்கப்பட்ட (Pa; என்ற துணைத்தொடர்வரிசை, ற-க்கு 
ஒருங்கும்‌. 
£ முடிவற்றது எனில்‌, £ ஆனது றக என்ற எல்லைப்புள்ளியைப்‌ பெற்றிருக்கும்‌. 
[13 என்பது K என்ற கச்சித கணத்தின்‌ முடிவற்ற உட்கணம்‌ எனில்‌, ௩-ல்‌ ந ஒரு 
எல்லைப்புள்ளியைப்‌ பெற்றிருக்கும்‌. | 
n-ஐ (ற, Pn,’ ௩ 1 எனத்‌ மதர்ந்மதடுக்க. 


1), ..., 1) என்பவைகளைத்‌ மதர்ந்தெடுத்தப்‌ பின்‌, 1; ற.) எனற முழு எண, 

00, Py? < 1/1 என அமையும்‌. 

[1 என்ற கணத்தின்‌ ஒரு எல்லைப்புள்ளி 1) எனில்‌, றான்‌ ஒவ்வொரு அண்மையும்‌ 
E-ன்‌ முடிவில்லாத அநேகப்‌ புள்ளிகளைப்‌ பெற்றிருக்கும்‌. | 

எனமவ, {ற என்பது ற-க்கு ஒருங்கும்‌. 

(ஆ) மதற்றம்‌ 1.63-ன்‌ படி, R-ன்‌ ஒவ்வொரு வரம்புடைய உட்கணமும்‌, R*-ன்‌ 
கச்சிதமான உட்கணம்‌ ஒன்றில்‌ அமையும்‌. 

(ஆ-ன்‌ படி, 1₹”-ன்‌ ஒவ்வொரு வரம்புடைய மிதாடர்வரிசையும்‌, ஒருங்கும்‌ துணைத்‌ 


மிதாடர்வரிசையைக்‌ மொர்ண்டிருக்கும்‌. 


மெய்யெண்‌ பகுப்பியல்‌ ர 


2.13. தேற்றம்‌ 

X என்ற யாப்பு வெளியில்‌, {று என்ற தொடர்வரிசையின்‌ துணைத்‌ 
தொடர்பு எல்லைகளின்‌ (5பbsequential limits) கணம்‌, ன மூடிய 
உட்கணமாக அமையும்‌. 
நிறுவல்‌: 

{நு என்ற துணைத்தொடர்பு எல்லைகளின்‌ கணம்‌ * என்க. 
மமலும்‌, ஏ என்பது 13*-ன்‌ எல்லைப்புள்ளி என்க. ஏக £* என நிறுவ வேண்டும்‌. 
வ ௪ ஏ என அமையுமாறு, த்‌ தேர்ந்தெடுக்க. 
௦ ௪ 4(q, Ph!) என்க. 
11), ..., 1; என்பவைத்‌ தோந்தெடுக்கப்பட்டுள்ளன என்க. 
ஏ ஆனது 1:*-ன்‌ எல்லைப்புள்ளி என்பதால்‌, €£* என்ற புள்ளி, 0, ௮) ௩ 276 
என அமையும்‌. 
ஏக£* என்பதால்‌, 1; | என்பது ௮(%, றந) < 216 ஆக இருக்கும்‌. 
எனவே, (ஏ; Pai)  <d(q, X) + A(X, Phi) 
2642-26 (1, 2,3,...) 

ஆகவே, (7 என்பது, ஏ-க்கு ஒருங்கும்‌. ஆகையால்‌, qஏகE*. 


2.3. காஷியின்‌ தொடர்வரிசைகள்‌ (Cauchy Sequences) 
2.14. வரையறை 

4 என்ற யாப்பு வெளியின்‌ ஒரு தொடர்வரிசை (2; என்க. கொடுக்கப்பட்ட 
82 0-க்கு ஏற்ப 14 என்ற முழு எண்‌, ௩2 N மற்றும்‌ 2 N எனில்‌, 


00% Pm) < 8 என அமையுமானால்‌, (ற, என்பது காஷியின்‌ - இதாடர்வரிசை 


எனப்படும்‌. 


சோ மிதாடர்வரிசைகள்‌ மற்றும்‌ இதாடர்கள்‌ - 


2.15. வரையறை 
X என்ற யாப்பு வெளியின்‌ ஓர்‌ உட்கணம்‌ Ee என்க. S என்பது de. ஏ. DEL, 
0€1% என்ற அமைப்பில்‌ இருக்கும்‌ அனைத்து மெய்பெண்களின்‌. கணம்‌ என்க... 


5பற5 ஆனது 13-ன்‌ விட்டம்‌ எனப்படும்‌. அது பணப்‌ | எனக்‌ குறிக்கப்படும்‌ a கவடு 3 


குறிப்பு | ச்‌ ன 
X என்ற யாப்பு வெளியின்‌ ஒரு தொடர்வரிசை (ற. Ex என்பது Py, வய, 
0, ... என்ற புள்ளிகளுடைய கணம்‌. மேலேக்‌ கண்ட வரையறைகளின்‌ ப 
ற என்பது காஷியின்‌ நிதாடர்வரிசையாக அமையத்‌ த மற்றும்‌ 
போதுமானதுமான நிபந்தனை: lim. diamE,=0 ஆகும்‌ அ மப. 
2.16. தேற்றம்‌ 

a 2 ஷ்‌ ப வெளியில்‌, 13 என்ற உ. அடைப்பு R எனில்‌ 
diam E= diamE. ்‌ 

(அ) ட, என்பது %-ல்‌ கச்சிதமான கணங்களின்‌ நொடர்வரிகை "மேலும்‌, 


ந்‌ 1, .) மற்றும in diam ௩, - 0 எனில்‌, 1 படல்‌ 


ஒரே ஒரு புள்ளி மட்டுமே இருக்கும்‌. 

நிறுவல்‌: ப 
(அ... [$-ன்‌ அடைப்பு E என்பதால்‌, 1 E ஆக இருக்கும்‌ x. 

எனவே, வiamE < diam E. | 

620 சகொடுக்கப்பட்டுள்ளது மற்றும்‌ றக 1, 04 E என்க. 

E-ன்‌ வரையறையின்‌ படி, நல்‌ ற்‌, 0' என்ற புள்ளிகள்‌ 
0(0,0') 56, 0(9, 9) < € என அமையும்‌. 
எனவே, 6,9) 5 ௮(ற, ஓ) 60,4400, 0) 
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ன 28700, 0) 
< 2g + diamE 
எனவே, iam FE <2 +diamE 


8 ஏதேனும்‌ ஒரு மிகை எண்‌ என்பதால்‌, 01871 E=diamE 


00 
(இ) Kஈ (| Kூ என்க, 
n=] 


தேற்றம்‌ 1.57-ன்‌ படி, K வெற்றற்றது. 
K-ல்‌ ஒன்றுக்கு மேற்பட்ட புள்ளிகள்‌ அமையுமாயின்‌, பவ K > 0. 
ஒவ்வொரு ருக்கு, ௩,௮ K என்பதால்‌, 0180 K, 2 lam K. 
இது நர பல &, - 0-க்கு முரண்பாடானது. 
n—300 
ஆகையால்‌, K-ல்‌ ஒரே ஒரு புள்ளி மட்டுமே இருக்கும்‌. 
2.17. தேற்றம்‌ 
X என்ற யாப்பு வெளியில்‌, ஒவ்வொரு ஒருங்கும்‌ நெொடர்வரிசையும்‌ ஒரு 
காஷி தொடர்வரிசையாக இருக்கும்‌ 
நிறுவல்‌: 
X-ல்‌ {ஓட ன்ற தொடர்வரிசை றால்‌ ஒருங்குகிறது என்க. 
எனவே, 82 0 எனில்‌, 11 என்ற முழு எண்‌, ॥ 2 N எனில்‌, 0, றற) £ & எனக்‌ 
காணலாம்‌. 
n>N,m>N எனில்‌, (Pr, Pm) < A(Pn P) + A(P, Pm) < 28 
எனவே, {றட என்ற தொடர்வரிசை, ஒரு காஷியின்‌ தொடர்வரிசையாகும்‌. 
2.18. தேற்றம்‌ 
% என்ற கச்சிதமான யாப்பு வெளியில்‌, (ற; என்பது ஒரு காஷி 
மிதாடர்வரிசை எனில்‌, {ற ஆனது %-ன்‌ ஏதேனும்‌ ஒரு புள்ளிக்கு ஒருங்கும்‌. 
நிறுவல்‌: 


ol தொடர்வரிசைகள்‌ மற்றும்‌ தொடர்கள்‌ 


{று என்பது % என்ற கச்சிதமான யாப்பு வெளியில்‌, காஷி தொடர்வரிசை. 
எனக. 
N = 1,2, 3, ... என்ற மதிப்புகளுக்கு, கர என்பது றட, PN+1; நவ --. என்ற 
புள்ளிகளுடைய கணம்‌, 


வரையறை 2.15 மற்றும்‌ தேற்றம்‌ 2.16(அ)-ன படி, i diam E, = 0. 


En ஆனது, கச்சிதமான யாப்பு வெளி %-ன்‌ மூடிய உட்கணம்‌ என்பதால்‌, 
ஒவ்பவாரு 13, “ம்‌ கச்சிதமானது. மலும்‌, கர 2 Ex } Ens} 
தேற்றம்‌ 2.16(ஆ)-ன்‌ படி, ௫) 1ஆஈல்‌ ஒரே ஒரு புள்ளி. மட்டுமே இருக்கும்‌. 
௰€ மற்றும்‌ றE( x என்க. எனவே, அனைத்து டக்கு pe Ex அகும்‌. 
£ அ 0 கொடுக்கப்பட்டுள்ளது என்க. 
lim diam FE, - 0 என்பதால்‌, 149 என்ற முழு எண்‌, 
1-௦ 
14211 2 diam Ex < 8 எனக்‌ காணலாம்‌. 
0 € Ey => அனைத்து 0 € [உக்கு (ற, 0) ₹8 ஆகும்‌. 
எனவே, அனைத்து கருக்கு 4(ற, 0) ₹8 ஆகும்‌. மாற்றாக, 21% எனில்‌, 
மே, ph) ₹8 ஆக இருக்கும்‌. ஆகையால்‌, ந, 2 2. 
2.19. தேற்றம்‌ 
R*-ல்‌ அனைத்து தொடர்வரிசையும்‌ ஒருங்கும்‌. 
நிறுவல்‌: 
(0) என்பது *-ல்‌ ஒரு காஷி தொடர்வரிசை 14- 1, 2, 3, ... என்ற 
எணக்ளுக்கு, கர என்பது X, X41; X42; - என்ற புள்ளிகளைக்‌ கொண்ட கணம்‌ 
என்க. 


ஏமதனும்‌ ஒரு எண்‌ க்கு, ிiam Ex <1. 
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0) -ன்‌ வீச்செல்லை ஆனது, ஆட மற்றும்‌ படி, ..., 211 என்ற கணங்களின்‌ 
சேர்ப்புக்‌ கணம்‌ ஆகும்‌. எனவே, 436 வரம்புடையது. 
மதற்றம்‌ 1.63-ன படி, R-ன்‌ ஒவ்வொரு வரம்புடைய உட்கணமும்‌, R-ல்‌ 
கச்சிதமான அடைப்பைப்‌ பெற்றிருக்கும்‌ 
தேற்றம்‌ 2.18-ன்‌ படி, (207 ஆனது, R*-ன்‌ ஒரு புள்ளிக்கு ஒருங்கும்‌. 
2.20. வரையறை 
ஒரு யாப்பு வெளியின்‌ ஒவ்வொரு காஷி தொடர்வரிசையும்‌ ஒருங்கினால்‌, 
அவ்வெளி முழு யாப்பு வெளி (Complete Metric Space) எனப்படும்‌. 
குறிப்பு 
1. தேற்றம்‌ 2.18-ன்‌ படி, அனைத்து கச்சிதமான யாப்பு வெளிகள்‌ முழு யாப்பு 
- இிவளிகளாகும்‌. 
2. ஓதற்றம்‌ 2.19-ன்‌ படி, அனைத்து யூக்ளிடின்‌ வெளிகளும்‌ முழு யாப்பு 
மிவளிகளாக அமையும்‌. 
3. அனைத்து விகிதமுறு எண்களில்‌, ௮(%, 3) - |X - 3] உடன்‌ கூடிய யாப்பு 
வெளி, முழு யாப்பு வெளி அல்ல. 
2.21. வரையறை 
டிமய்யெண்களின்‌ தொடர்வரிசை (5) ஆனது 
(அ) 58 ( “1, 2, 3...) என்றவாறு இருந்தால்‌, {5%]-ஐ ஒரு போக்கு 
ஏறும்‌ (௱onotonically increasing) தொடர்வரிசை என்போம்‌. 
(அ) 2 ஷா (௩-1, 2, 3, ...) என்றவாறு இருந்தால்‌, {5%]-ஐ ஒரு போக்கு 


குறையும்‌ (onotonically decreasing) தொடர்வரிசை என்போம்‌. 
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2.22. தேற்றம்‌ 
(8) என்பது ஓர்‌ ஒருபோக்கு தொடர்வரிசை. 4397 ஒருங்குவதற்குத்‌ 

தேவையானதும்‌ மற்றும்‌ போதுமானதுமான நிபந்தனையாவது 45ட] வரம்புடையதாக 
இருப்பதாகும்‌. 
நிறுவல்‌: 

(ஷூ! ஓர்‌ ஒருபோக்கு ஏறும்‌ தொடர்வரிசை என்க. எனவே, 8% & 8-1 
(9 -ன்‌ வீச்செல்லை 1 என்க. மேலும்‌, {5% வரம்புடையது என்க. 
E-ன்‌ மீச்சிறு மேல்‌ வரம்பு 5 என்க. எனவே, 895 8 (௪1,2, 3, ...) ஆகும்‌. 
ஓவ்வொரு 82 0-க்கு, 11 என்ற முழு எண்‌, 8-8 £ 3 2 5 என அமையும்‌. 
அவ்வாறு இல்லையெனில்‌, 5 - 8 ஆனது E-ன்‌ மேல்வரம்பாக அமையும்‌. 
(9) ஒருபோக்கு ஏறும்‌ தொடர்வரிசை என்பதால்‌, 1:2 14 - 8-6 ௩ 5% 5 ஆக 
இருக்கும்‌. எனவே, {5௩ ஆனது 5-க்கு ஒருங்கும்‌. 

மறுதலையாக, தேற்றம்‌ 2.6-ன்‌ படி, ஒவ்வொரு ஒருங்கும்‌ தொடர்வரிசையும்‌ 


வரம்புள்ளதாகும்‌. 


2.4. மேல்‌ மற்றும்‌ கீழ்‌ எல்லைகள்‌ 
2.23. வரையறை 
{5} என்பது, மெய்யெண்களின்‌ தொடர்வரிசை என்க. 
ஒவ்வொரு மெய்யெண்‌ M-க்கும்‌, 14 என்ற முழுஎண்‌, 1 2 N எனில்‌, 82 14 
என அமையுமாயின்‌, 8-2 1௦ என எழுதுவதுண்டு. 
இதைப்‌ போலவே, ஒவ்வொரு மெய்யெண்‌ KM-க்கும்‌ என்ற முழுஎண்‌ ௩2 N 


எனில்‌, 5% ௩ M என அமையுமாயின்‌, 8,_-2 -௦௦ என எழுதப்பெறும்‌. 
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2.24. வரையறை 
{5% என்பது மெய்யெண்களின்‌ தொடர்வரிசை என்க. விரிவாக்கப்பட்ட 


ெய்யெண்‌ அமைப்பில்‌. ஏதேனும்‌ ஒரு துணைத்தொடர்வரிசை (3. ம்‌ SX 
k k 


என அமையுமானால்‌, எண்கள்‌ %-ஐக கொண்ட கணம்‌ என்க. ந என்பது 
அனைத்து துணைத்‌ தொடர்பு எல்லைகளையும்‌ (subsequential limits) மற்றும்‌ 
4௦, -௦ ஆகியவற்றையும்‌ பெற்றிருக்கும்‌. 

$* = றத, 5 மாரி FE எனில்‌, 5*, 5% என்பன முறையே, {5 -ன்‌ மேல்‌ 
மற்றும்‌ கீழ்‌ எல்லைகள்‌ எனப்படும்‌. 


இவைகள்‌, ந ய 5% 5*, [ற 1றரீ 5% 5 எனவும்‌ குறியிடப்படும்‌. 
no ல 


2.25. தேற்றம்‌ 
மெய்யெண்களின்‌ தொடர்வரிசை {5 என்க. ]$ மற்றும்‌ 5* என்பன 

வரையறை 2.24-ல்‌ வரையறுக்கப்பட்டவை எனில்‌, 5* ஆனது பின்வரும்‌ 
பண்புகளைப்‌ பெற்றிருக்கும்‌. 
(௮ s*eE 
(ஆ) > 5* எனில்‌, 14 என்ற முழு எண்‌, 1211 ஆக இருக்கும்‌ போது, 5 5% 
என அமையும்‌. 

மமலும்‌, (அ) மற்றும்‌ (அஆ) பண்புகளைப்‌ பெற்ற ஒரு எண்‌ 5* மட்டுமே ஆகும்‌. 
நிறுவல்‌: 

(அ) 8*-- எனில்‌, £ ஆனது மேல்‌ வரம்புடையது அல்ல. 


எனவே, {5 மேல்‌ வரம்பற்றது. (3. } என்ற. துணைத்‌ தொடர்வரிசை, 
kK 
5) 91௦ என அமையும்‌. 5* மெய்‌ எனில்‌, ௧ மேல்வரம்புடையது. 


என்வே, குறைந்தது ஒரு துணைத்‌ தொடர்பு எல்லையாவது இருக்கும்‌. 
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தேற்றம்‌ 2.13-ன்‌ படி, {8ங)-ன்‌ துணைத்‌ தொடர்பு எல்லைகளின்‌ கணம்‌, யாப்பு 
வெளியின்‌ மூடிய உட்கணமாக அமையும்‌. 
மேலும்‌, தேற்றம்‌ 1.46-ன்‌ படி, s*eE. 
5* ௦ எனில்‌, E-ல்‌ -௦ என்ற உறுப்பு மட்டுமே இருக்கும்‌. ஆனால்‌, எந்த ஒரு 
துணைத்‌. தொடர்பு எல்லையும்‌ இருக்காது. 
M என்ற ஏதேனும்‌ ஒரு மெய்பெண்ணுக்கு, அதிகபட்சமாக, உன்‌ முடிவுள்ள 
எண்ணிக்கையுள்ள மதிப்புகளுக்கு, 82 14 என அமையும்‌. 
எனவ, 8-2 -௦0. 
ஆகையால்‌, அனைத்து வகைகளிலும்‌, 5* க£. 
(ஆ) > 5* என்ற எண்‌, டன்‌ முடிவில்லா அநேக பல மதிப்புகளுக்கு 5௩ 2 % 
என அமையுமாறு உள்ளது என்க. 
எனவே, ரeE என்ற எண்‌, ) 2 * 25* என அமையும்‌. 
இது, 5*-ன்‌ வரையறைக்கு முரண்பாடானது. 
எனவே, $* ஆனது (௮) மற்றும்‌ (ஆ)-ஐ நிறைவேற்றுகிறது. 
தனித்தன்மை: 
(அ) மற்றும்‌ (ஆ)-ஐ நிறைவேற்றும்‌ இரு எண்கள்‌ ற, என்க. ற ₹0 எனக. 
1 என்ற எண்ணை, ஓ ₹% ௩ 0 எனத்‌ தேர்ந்தெடுக்க. 
ற ஆனது (ஆ)-ஐ நிறைவேற்றுவதால்‌, ௩2 N எனில்‌, 5 ௩X ஆகும்‌. 
எனவே, ஆனது (அ)-ஐ நிறைவேற்றாது. 


2.5. சில சிறப்புத்‌ தொடர்வரிசைகள்‌ 
2.26. தேற்றம்‌ 


டிமய்யெண்‌ பகுப்பியல்‌ 
(ஆ p> 0 எனில்‌, [நற 39 * 1 
n—200 


(இ {mn -1 
1-௦ 





(Fr) > 0 மற்றம்‌ ௦ மெய்‌ எனில்‌, 7; ௪ 0, 
வ. எ ட (ற) 


உ) 8 ₹1 எனில்‌, புற 3 0. 
n—200 


நிறுவல்‌: 
N என்ற நிலையான எண்‌, ௩2 N-க்கு 0 & 965 5 ந, மற்றும்‌ 5-0 எனில்‌, 
X௩0 என்பதைப்‌ பயன்படுத்தி, இத்தேற்றத்தினை நிறுவுவோம்‌. 
82: 0 கொடுக்கப்பட்டுள்ளது என்க. 
(அ) > (1/£)? என்க. 


0 1/ற£ <௧ என்பதால்‌,  ந௱ 0 
noon 

(ஆ) ற 1 என்க. 

ஸர இற - 1 எனில்‌, 32: 0 ஆகும்‌. 

ஈருறுப்புத்‌ தேற்றத்தின்‌ படி, (1 * ௩)" 2 1 * மடி 
>p2zl1-+nx, 

எனவே, 0 ௩ X, € (p -1)/n > x, 20 ஆகும்‌. 
ற 1 எனில்‌, ஏ, ௪ 0 ஆக அமையும்‌. 

0<ற <1 எனில்‌, 12 1. 


6-0. 


1 
எனவ, ந 1-௪ “6 அகையால்‌, |; 
11-5௦ 1] “ல்‌ புக 


(இ) 9-3 - 1 என்க. 20. 
ஈருறுப்புத்‌ தேற்றத்தின்‌ படி 
n = (1+ xn)" 2 ((n(n-1)/2)x,” 
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எனவே, 3,” ₹2/-1), ௩22. 


ஆகையால்‌, 0 ₹3 1. 112 2-2 -ு0 ஆகும்‌. 

(௫ % என்ற முழு எண்‌, & 5 ௦, 62 0 என அமைகிறது என்க. 

எனவே, ॥ 5 2k-க்கு, (14)” > (C%) p* = ((n(n-1)... ... (n-k+1))p)/k! 
> (n'p*)/(2k)k! 


kok 000 
எனவே, (1 4ற)' ம ண ட 


Kk! KK! 
(14 _ nk” pk 
no டது 


ஆகையால்‌, 0 ௩ வை < ட -,(n>2K) 
(ற) 

0-1: < 0 என்பதால்‌, ££ 0. 

எனவே, (அ-ன்‌ படி, டி 0. 

(உ) (ல்‌ 0-0) எனக்‌ கொள்க. 


எனவே, 1) <1 எனில்‌ நீரு 3-0. 
19 24) 


2.6. முடிவிலாத்‌ தொடர்‌ (Infinite Series) 
2.27. வரையறை 
(57 என்பது கொடுக்கபட்ட ஓர்‌ தொடர்வரிசை என்க. 11 உறுப்புகள்‌ வரை 


| | n த்‌ 
உள்ள தொடர்‌ பொதுவாக ௫௮ 494... ரஷ 3: எனக்‌ குறிக்கப்படும்‌. 


கரனை 


இது மபால்‌, முடிவிலி உறுப்புகள்‌ உள்ள தொடர்‌ 8-8 ஈர... ய தது 


oO 


2 ரே ஆனது முடிவிலாத்‌ தொடர்‌ எனப்படும்‌. இதில்‌, ஆ என்‌ பது தொடரின்‌ 
n= 


மிபாது உறுப்பு ஆகும்‌. 
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5% என்ற எண்கள்‌, தொடரின்‌ பகுதிக்‌ கூட்டல்‌ எனப்படும்‌. (567 என்ற 
தொடர்வரிசை 5-க்கு ஒருங்கினால்‌, தொடர்‌ ஒருங்குகிறது என்போம்‌. இது, 


a ச ௪ 
2.௮, 5 என எழுதப்படும்‌. 5 ஆனது, தொடரின்‌ கூடுதல்‌ எனப்படும்‌. 
n=] 


> 2, என்பதை 2. பூ எனவும்‌ எழுதலாம்‌. 
n=] 
2.28. வரையறை 

34, என்ற தொடரின்‌ பகுதிக்‌ கூட்டல்‌ தொடர்வரிசை {5௩} என்பது 
(அ) ஒருங்குமானால்‌, 3:2, ஒரு ஒருங்கும்‌ தொடர்‌ 
(அ) விரிந்தால்‌, 2:௮, ஒரு விரி தொடர்‌. 

2.29. தேற்றம்‌ (தொடர்களின்‌ ஒருங்குதலுக்கான காஷியின்‌ கோட்பாடு) 

2. என்ற தொடர்‌ ஒருங்குவதற்குத்‌ தேவையானதும்‌ மற்றும்‌ 
போதுமானதுமான கட்டுப்பாடு: ஒவ்வொரு 8 > 0-க்கு ஏற்ப, N என்ற முழு எண்‌, 171 
22 N எனில்‌, (8 * கடர ... ஈத] 5 8 எனத்‌ தோன்றும்‌. 
நிறுவல்‌: 

2. என்பது ஓர்‌ ஒருங்கும்‌ தொடர்‌ என்க. 
எனவெ, {5௩ ஆனது ஒருங்கும்‌ தொடர்வரிசையாக அமையும்‌. அதனால்‌, 485] 
ஆனது ஒரு காஷியின்‌ தொடர்வரிசையாக இருக்கும்‌. 
ஆகையால்‌, ஒவ்வொரு 8 2 0-க்கு ஏற்ப, 14 என்ற முழு எண்‌, அனைத்து 
1122 N-க்கு [த * கடர... கவ] 5 8 ஆக அமையும்‌. 
மறுதலையாக, அனைத்து 112 ௩2 N-க்கு | * உட எ... ரவு ௩ 8 என்க. 
எனவே, 5 ஆனது ஒரு காஷியின்‌ மிதாடவரிசையாகும்‌. எனவே, (85) ஓர்‌ 


ஒருங்கும்‌ தொடர்வரிசை. ஆகையால்‌, 222, ஒருங்கும்‌ தொடராகும்‌. 
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2.30. தேற்றம்‌ (ஒருங்குதலுக்கான தேவையான நிபந்தனை) 
2. ஆனது ஓர்‌ ஒருங்கும்‌ தொடர்‌ எனில்‌, /ற % 0. 
n—00 


நிறுவல்‌: 

3.4 ஓர்‌ ஒருங்குதொடர்‌ என்க. 
{6% என்பது 2:ஷன்‌ பகுதிக்‌ கூட்டல்‌ தொடர்வரிசை எனில்‌, 
ந ரஜ... ர8 ஆகும்‌. மேலும்‌, (86) குவியும்‌. 


எனவே, நு/ற 5 5 என்க, 
n—௦0 


di ன்‌ Sh ஒர. 1 என்பதால்‌, lim dn பல 11 (Sh ஸ்‌ Sh-1) ல குது க (0 
n—200 noo 


குறிப்பு: 
மேலேக்‌ கண்ட நிபந்தனை போதுமானதல்ல. 


அதாவது, ௮-ல்‌ நர லே ஈ 0 எனில்‌, 2,& ஒருங்க வேண்டியதில்லை. 
11-5௦ 


எடுத்துக்காட்டாக, 2:2, - 2(1/9)-ல்‌ ஆ - 1/5. 
ப்பி தத iim, 1/n 0. 
ஆனால்‌, 2.(1//) ஒரு விரிதொடராகும்‌. 
2.31. மதற்றம்‌ 
மிகை உறுப்புத்‌ தொடர்‌ 2:2, குவிதலுக்குத்‌ தேவையான மற்றும்‌ போதுமான 

நிபந்தனையாவது: ஹன்‌ பகுதிக்‌ கூட்டல்கள்‌ வரம்புடைய தொடர்வரிசையாக 
அமைதமலயாகும்‌. 
நிறுவல்‌: 

2. ஒருங்குகிறது என்க. 
பின்‌, உன்‌ பகுதிக்‌ கூட்டல்‌ தொடர்வரிசை {5 ஒருங்கும்‌. 


எனவே, {54 வரம்புடையதாக அமையும்‌. 
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மறுதலையாக, (86 வரம்புடையது எனில்‌, (86) மேல்‌ வரம்புடையதாகும்‌. 
எனவே, அனைத்து 4, ௫ 0 ஆதலின்‌, (8 ஏறும்‌ தொடர்வரிசையாகும்‌. ஆதலால்‌, 
{ஐ ஒருங்கும்‌. எனவே, 22,-ம்‌ ஒருங்குத்தொடராக அமையும்‌. 
2.32. எடுத்துக்காட்டு 
1. 2 (1/”) ஓர்‌ ஒருங்கும்‌ தொடர்‌. 

n= 
= > புன்‌ 19 புருட 

k=1 k=2 
- 14 யு 


_——— 
ண 


= 1+(1-1/mn)<2 


எனவ, {5௩ வரம்புடையது. 
௦௦ 

ஆகையால்‌, 2 (1/௩) ஓர்‌ ஒருங்கும்‌ தொடர்‌. 
n= 


oo 
2.(அ 0₹%-1 எனில்‌ 5: 3-1/(12) 
1-0) 


(அ) %2 1 எனில்‌, $ ௬" விரியும்‌. 
n=(0 





நிறுவல்‌: 
(அ ௫1௫4... 4% என்க, 
1 | 
% 3 1 என்பதால்‌, 8, 1-3 
1] -% 
1 n+l 
l-x 1-x 


031 எனில்‌, 11௩ xl 
1-—200 


எனவே, [ந 5 1 
. N—00 1-x 
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(ஆ) %21 எனில்‌, [ரூ.௩ *0 
11-4௦ 
0 on டம ண 
எனவே, 5: %" ஒருங்கும்‌ தொடர்‌ அல்ல. 
n=] 


0 8) 
ஏ=1 எனில்‌, $ ஏ 141*1*.... இது விரியும்‌ தொடராக அமையும்‌. 
n=0 


தொடர்கள்‌ ஒருங்குவதற்கானச்‌ சோதனைகளை இப்பொழுது காண்டோம்‌. 
2.33. தேற்றம்‌ (ஒப்பீட்டுச்‌ சோதனை! (Comparison Test) 
(அ) 1 என்பது முழு எண்‌. அனைத்து 11 2 11-த்க 0 ₹ 8 3 ரே என்க. 
2௦ ஒருங்குத்‌ தொடராக இருப்பின்‌, 2.2, ஒருங்கும்‌ தொடராக அமையும்‌. 
(ஆ) அனைத்து 1 2 11-க்கு, 0 5 நே 5 ஆ மற்றும்‌ 20, விரிதொடர்‌ எனில்‌, 
98-ம்‌ விரிதொடராகும்‌. 
நிறுவல்‌: 
(அ) 820 கொடுக்கப்பட்டுள்ளது என்க. 
2/0 ஒருங்குத்‌ தொடர்‌ என்பதால்‌, காஷியின்‌ கோட்பாடு பயன்படுத்த 2 5 8. 
=1 
எனவ, டு aX $ 5 8. 
1 k=n 
ஆகையால்‌, 2.2, ஒருங்கும்‌ தொடராகும்‌. 
(அ) ஆ ஒருங்கும்‌ தொடர்‌ எனில்‌, 2.0,-ம்‌ ஒருங்கும்‌ தொடராக அமையும்‌. 
இது தவறு. எனவே, 2.௮, விரி தொடராக இருக்கும்‌. 
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2.34. தேற்றம்‌ (ஒப்பீட்டுச்‌ சோதனையின்‌ எல்லை வடிவம்‌) 
5௮, 20) என்ற இரு முடிவில்லா மிகை உறுப்புத்‌ தொடர்களில்‌, 
நற (கோயி ஆனது, ஒரு முடிவில்லா பூச்சியமற்ற எல்லைக்கு ஒருங்கினால்‌, 28. 
nn 


*ஒ, இவை இரண்டும்‌ ஒரே நேரத்தில்‌, ஒருங்கும்‌ அல்லது விரியும்‌ (அதாவது 
இரண்டும்‌ ஒரே தன்மை உடையள!). 
நிறுவல்‌: 


[நற (வேட “1 என்க. (140) 
1-—00 


எனவே, 82 0-க்கு ஏற்ப 1 என்ற முழு எண்‌, ॥ 2 / எனில்‌, 

1-8 ௮, ௩1 * £ என்றவாறு இருக்கும்‌. அதாவது,” 4, £ 0,(1 * 8) 

எனவே, 2-0, ஒருங்கினால்‌, 2:௮,-ம்‌ ஒருங்கும்‌. இது போலவே, & > ba(l - €) ஆக 
இருக்கும்‌ போது, 20, விரிந்தால்‌, 28ம்‌ விரியும்‌. 


2.7. சில துணைத்தொடர்கள்‌ 
2.35. மேற்றம்‌ (பெருக்குத்‌ தொடர்‌) 


Q 
2 ஏ 144+... என்ற பெருக்குத்‌ தொடர்‌ 
| 0 ணு 


(அ) 0X1 எனில்‌, ஒருங்கும்‌ 
(ஆ) X21 எனில்‌, விரியும்‌. 
நிறுவல்‌: 
௩5 0 ஆதலின்‌, 2%” ஒரு மிகைத்‌ தொடர்‌. இதன்‌ பகுதிக்‌ கூட்டல்‌ 
தொடர்வரிசை {5%} எனில்‌, 8 ௪ 14424... 4+ ஆ 
(அ 01 என்க. 


n 
srt, A xe அல்ப 


73 தொடர்வரிசைகள்‌ மற்றும்‌ தொடர்கள்‌ 
டண: டட ஆக்க 
ப்பது 1-1 gi 1-3 


கடட (ம41ணில்‌ நறு % ௪0) 
11-௦0 


எனவே, (867 ஒருங்குகிறது. ஆகையால்‌, 22%" -ம்‌ ஒருங்கும்‌. 
(ஆ) %- 1 என்க. 
= rxtx... + 13171... *1(மதடவைகள்‌) -ற 
எனவ, [ந/" 5 ௨. 
Nn 


ஆகையால்‌, (5; விரிகிறது. 2." -ம்‌ விரியும்‌. 
n 


2. 1 என்க, த்து 14% 524... பில "ட ்‌ 


im உ | xn. 1 
Im n im 
1-5 ல & - 


_: -௦ (22 1எனில்‌ [ந 20-60) 
l 11-௦6 


(8) விரிவதால்‌, 23%” “ம்‌ விரியும்‌. 


2.36. £தற்றம்‌ 
Fe என்ற தொடர்‌, ற 2 1 எனில்‌, ஒருங்கும்‌ மற்றும்‌ ற ₹ 1 எனில்‌ விரியும்‌. 
n 


நிறுவல்‌: 
வகை (1): ற 1 என்க. 
டக 
IP 


த 4- 1 «< 1 ட ப ர ரு 
oP 3 JP IP opi 


ன அ அக 4 | 
பான்‌ பர்‌ பெரியவ கீ வி] வடு 
து AP SP gP 7P AP Ea 
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இவைகளைக்‌ கூட்ட, 


! [ l 


ணக கட 


அ ன்‌. டர்‌ 
nP oP-1 (2-12 





ஆனால்‌, வலது புறத்தில்‌ உள்ள தொடர்‌ > ஐப்‌ பொது விகிதமாகக்‌ கொண்ட 
oP- 


முடிவில்லாத பெருக்குத்‌ தொடர்‌. 


] 
ச்ட்‌ ஆஅ ஆர்‌ 
Pp 0-1 


எனவ, டம்‌... ஒருங்குத்‌ தொடர்‌. ஆகவே, உம்‌ ஒருங்கும்‌. 
2-1 nP 


வகை (11): ற 1 என்க. 


கட... ட 3 4 
2-p ச்‌ ] 55 தப்ப 
[ | 
ஷ்‌ ஒம்‌ = [5 

2 2 
141 ஒப்பம்‌ 
3 4 4442 
11141 > 41 
367% 6 2 


இவைகளைக்‌ கூட்ட, 


ol > ald. 


22242 
வலப்புறம்‌ விரியும்‌ தொடர்‌ என்பதால்‌, உடம்‌ விரியும்‌. 


வகை (111): ற ₹ 1 என்க. 
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1 _1. 1 ] 
பேண ௫ ட ஆ 
iP 1’pP n 

l l 
எவர அ ந 
ண, 2 


வலப்புறம்‌ (வகை(1)-ன்‌ படி) விரியும்‌ தொடர்‌ என்பதால்‌, 2. பாம்‌ விரியும்‌. 
1) 


எனவே, (அ) ற2 1 எனில்‌, 2 _ ருக்கும்‌ 
n 
| 
(அ) ற 1 எனில்‌, 2 -p விரியும்‌. 


2.8. மூலச்‌ சோதனை மற்றும்‌ விகித சோதனை 
2.37. தேற்றம்‌ (மூலச்‌ சோதனை! (Root Test) 


28 என்ற தொடரில்‌, 6“ 10 யறிக! என்க. 
11-2௦ 


(அ) ௦: 1 எனில்‌, ? 8, ஒருங்கும்‌. 
(அ) ௨2 1 எனில்‌, 2.2, விரியும்‌ 
(இ) ௨-1 எனில்‌, சோதனை தோல்வியுறும்‌. 
நிறுவல்‌: 
(அ ௮ ₹ 1 என்க. 
0 8 ௩ 1 என அமையுமாறு 8 என்ற எண்ணையும்‌ 1 2 N எனில்‌, 18) ௬ 
எனுமாறு N-ஜயும்‌ தேர்ந்தெடுக்கலாம்‌. (மதற்றம்‌ 2.26(ஆ)). 
அதாவது, ௩271 எனில்‌, (௨1 ௩.0௩ ௩ 1 என்பதால்‌, 90” ஒருங்கும்‌. 
ஒப்பிட்டுச்‌ சோதனையின்‌ படி, 23ம்‌ ஒருங்கும்‌. 
(அ) 4: 1] என்க. 


(டி; என்ற. மிதாடர்வரிசையை "Klan! ௦ எனுமாறு காணலாம்‌. 


(மீதற்றம்‌ 2.26) 
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எனவே, ॥-ன்‌ முடிவில்லா அநேக மதிப்புகளுக்கு, [| 2 1. 
ஆகையால்‌, 3:2, ஒருங்குவதற்குத்‌ தேவையான நிபந்தனை கூ -5 0 என்ற 
கட்டுப்பாடு நிறைவேறாது. எனவே, 2.4, விரியும்‌. 
(இ) 6-1 என்க. 
& 1/॥ எனில்‌, ௮௪ ப்பி suplla,| = J. 
இங்கு, 2.2, விரிகிறது. 
ப - 1/॥்‌ எனில்‌, ௦௪ lim SUP ஸ்‌ = lim SUP nz 
ஆனால்‌, 2:2, ஒருங்குகிறது. எனவே, ௦: ௪ 1- ற்கு சோதனை தோல்வியுறுகிறது. 
2.38. தேற்றம்‌ ( விகித சோதனை! ( Ratio Test) 
௨8 என்ற தொடர்‌, 























a 
(அ ந ம 1*11 < ] எனில்‌ ஐருங்கும்‌. 
11-௦0 dn 
ன | 
(அ) 1 என்ற நிலைத்த முழு எண்‌, ௩ 2 10 என அமையும்‌ போது, 2 1 
n 
எனில்‌, விரியும்‌. 
நிறுவல்‌: 
n+l 
(அ நு [24 4 1 என்க. 
n—00 d 
ப்‌ » ௪ ௪ . d 
ந ௩ 1 மற்றும்‌ 14 என்ற முழு எண்ணையும்‌ ॥ 2 N எனில்‌, அர] ஆ 3 எனக்‌ 
a 
n 








காணலாம்‌, 
குறிப்பாக, [ஆடு] ₹ [|| 


ஷி] < Planail < B” lan 
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lan+pl < 8” [வ] 

எனவே, [2 < த” la, ௩2711 
lanl “வம 8" 

<1 என்பதால்‌, 2" ஒருங்கும்‌. 

எனவே, ஒப்பீட்டுச்‌ சோதனையின்‌ படி, 3:௮, ஒருங்கும்‌. 


2 1 எனில்‌, |8...| 2 84. 


9 
(ஆ) 12 க்கு 101. 








எனமவ, ௭ பெ 0 அக அமையாது. ஃ 28, விரியும்‌. 
im ஆக அமையாது. ௯ 2 விரியும்‌ 








குறிப்பு: 
a 
im ு 1 எனில்‌, ஆன்‌ ஒருங்குதலைப்‌ பற்றி எதுவும்‌ அறிய 

முடியாது. 

தட து 2 8 +1 ந 
21/௩ மற்றும்‌ 21/£ட்‌ என்ற தொடர்களுக்கு, நற - 14 ௪ 1. ஆனால்‌, 21/௩ 

n—00 | 

விரியும்‌, 21/0" ஒருங்கும்‌. 
2.39. எடுத்துக்காட்டு 

111111 , ர சன்‌ 

தர்ர ற்ப ர்‌ ன்ட்‌... என்ற தொடரை எடுத்துக்‌ கொள்க. 


a மி 
ப்பு dn nin 3 
] 1 
ரு infnla. = ம ச கவரி 
மடு, Yan இபப 31 3 


1 _l 
ச n = te ? தவ்வி 
மி “al Van பக 2 ஆச 


[| 


a 


n 
இப்‌ p a சப 5 ப்‌ 
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மூலச்‌ சோதனை, ஒருங்குதலைத்‌ தருகிறது. ஆனால்‌, விகிதச்‌ சோதனையைப்‌ 


பயன்படுத்த முடியாது. 
2.9. அடுக்குத்‌ தொடர்‌ (Power Series) 


{ர்‌ என்பது மெய்ப்புனை எண்களின்‌ தொடர்வரிசை எனில்‌, 2. த 
n= 

அனது, அடுக்குத்தொடர்‌ எனப்படும்‌. 

டே என்பன தொடரின்‌ குணகங்கள்‌ என்று அழைக்கப்படும்‌. 2 ஆனது 
மெய்ப்புனை எண்‌. 
2.40. தேற்றம்‌ 

பெ 

ஆ 2 என்ற அடுக்குத்‌ தொடரில்‌ ௦ ௪ i suplcy| R = 1/0 
என்க. (0: ௪ 0 எனில்‌, = 4 ௦ ; 0-௦ எனில்‌, 8-0) 
(த 48 எனில்‌, 5 ல ஒருங்கும்‌, மற்றும்‌ [2] 5 எனில்‌, உ லி விரியும்‌ 

n=0 10 
நிறுவல்‌: 
உ “02 என்க. 


மூலச்சசாதனையைப்‌ பயன்படுத்த, 


lim Supylayl - பு மிடி 
11, n—0 
= தி 1 91011௦ 
ட. ஆவது 
= [27% 


எனவே, |] ₹1£ எனில்‌, 2.௮, ஒருங்கும்‌. 
[| 2 R எனில்‌, 2.௮, விரியும்‌. 
குறிப்பு 


oo 
R என்பது 2 2 “ன்‌ ஒருங்கல்‌ ஆரம்‌ எனப்படும்‌. 
n= 
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2.41. எடுத்துக்காட்டுகள்‌ 
(அ) "2" என்ற தொடரின்‌ R ௪ 0. 
(ஆ) 22'/ற! என்ற தொடரின்‌ R ௪ 4௦. 
(இ) 3:2" என்ற தொடருக்கு, ௩ - 1, எனவே, (2| - 1 எனில்‌, இத்தொடர்‌ 
விரியும்‌. 
(ஈ) 3:2"/0 என்ற தொடருக்கு, 15 ௪ 1. ௪ 1 எனில்‌, இத்தொடர்‌ விரியும்‌: 
| < 1 என அமையும்‌ சான்‌ அனைத்து மதிப்புகளுக்கும்‌, இத்தொடர்‌ 
ஒருங்கும்‌. 
(௨525 ன்‌ R= 1. இத்தொடர்‌, [சி - 1 என அமையும்‌ அனைத்து 
2-க்கு ஒருங்கும்‌. 
2.10. பகுதி பகுதியாகக்‌ கூட்டல்‌ (8$ய௱mation by Parts) 
2.42. தேற்றம்‌ 
n 
(௨), (0) என்பன இரு தொடர்வரிசைகள்‌. &, - ட 20; 


q 0-1 
110 nfp 


இச்சூத்திரம்‌, பகுதி கூட்டல்‌ வாய்ப்பாடு என்று அழைக்கப்படும்‌. 


நிறுவல்‌: 
q q 
pA nbn ஸர 2 (A, ள்‌. கிட. )bn 
n=p np 


ர்‌ 


q 
பெ கர்ட்‌ ட கற்‌, 
ட்‌ ட்‌ 


q 0-1 
5. Abn பூ >. கிடப்ப 
np n=p-l1 
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0-1 0-1 
=: ஸ்‌ Abn + Ab - np Abba - டம்‌; 


2 ட 
எனவ, np Anbn = np An(bn — Dner) + Agha து கட்‌. 


2.43. தேற்றம்‌ (Dirichelet’s Test) 
(அ என்‌ பகுத்தக்‌ கூடுதலின்‌ தொடர்வரிசை {A,; வரம்புடையது. 
(அ) %2%,)2025...... 
(இ) நூ 0௩ 0 எனில்‌, 280, ஒருங்கும்‌. 
N5௦ 


நிறுவல்‌: 
n 
A= > ஆ 
k=0 


{A} வரம்புடையது என்பதால்‌, அனைத்து ॥-க்கு M என்பது [க] 3 M என 


அமையும்‌. 
£ > 0 கொடுக்கப்பட்டுள்ளது என்க, என்பது பூ 2 8/214 என அமையும்‌. 


14 ற 30 எனும்‌ போது, 


q 0-1 
| 2 ர வ்‌ | 2 As(bn ன க Dh+1) பூ Abe பு கட] 
n-p np 


0-1 
< M|¥ பந + நந 
np 
ன்‌ 2Mb, < 2Mbxw <E 
எனவே, காஷியின்‌ வரைகூற்றின்‌ படி, 2:80, ஒருங்கும்‌ தொடராக அமையும்‌. 
2.44. தேற்றம்‌ 
2:௨2 - ன்‌ ஒருங்கல்‌ ஆரம்‌ 1. மேலும்‌, C௦ 2 C1 2 2 2... -..; புர ௦00 
1-௦ 


எனில்‌, [8 - 1 என்ற வட்டத்தில்‌ 2 - 1 என்ற புள்ளியைத்‌ தவிர அனைத்துப்‌ 
புள்ளிகளிலும்‌ 2 ஒருங்கும்‌. 
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ரெ 2, 0, “ நே என்க. 


2] - 1 மற்றும்‌ 2௫ 1 எனில்‌, 





n ப ததை 
கர ~ a க 7. அது பட rr] 
| | | 2 பூ 3 | 1-2 | [1 - z| 


எனவே, {A,} வரம்புடையது. 
2012092... [நு ட 0 என்பதால்‌, தேற்றம்‌ 2.43-ன்‌ படி, 28ம்‌; - 
றல 


202 ஒருங்கும்‌. (2 1). 
2.11. ஒன்றாடத்‌ தொடர்‌ (Alternating Series) 


00 
ஒவ்வொரு ௨, 2 0 ஆக இருப்பின்‌, 2 (-1)" a, ஐ -ஜர்‌ ஷ- + 
n= 


a என்ற தொடர்‌ 'ஒன்றாடத்‌ தொடர்‌ எனப்படும்‌. 
இவ்வகைத்‌ தொடர்களின்‌ ஒருங்கல்‌ தன்மையைப்‌ பற்றி இப்பகுதியில்‌ 
ஆராய்வோம்‌. ஒன்றாடத்‌ தொடரின்‌, அடிப்படை தேற்றத்தை முதலில்‌ நிறுவுவோம்‌. 
2.45. தேற்றம்‌ (லீபின்ஸ்டன்‌ விதி 
18) என்பது மிகை எண்களின்‌ தொடர்வரிசை 
(அ >> a2... 24 > a 2... 
(ஆ) lim, a“ 0. 
எனில்‌, ஒன்றாடத்‌ தொடர்‌ 2 (-1)"'a% ஒருங்கும்‌. 
n= 
நிறுவல்‌: 
தொடரின்‌ ஒருங்கலை நிறுவுவதற்கு, {5% என்ற பகுதிக்‌ கூடுதலின்‌ 
தொடர்வரிசை ஒருங்கும்‌ என நிறுவினால்‌ போதுமானது. 


அ இ ஷம்‌ (-1)"'an 
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(892) மற்றும்‌ {5213 என்ற தொடர்வரிசைகள்‌ இரண்டும்‌ ஒரே எல்லைக்கு 


ஒருங்குகின்றன. என நிறுவுவோம்‌. 
S2n ௪ இ-01-ுவர...... 8௩1 — Arn 
S242 * 81-82 %--&...... * 29-1 ஜெ Az — Azn+2 


எனவ, 542 “85% - 82841 — 82-42 

மிகாள்கையின்‌ படி, 441 ₹ &.. 

ஆகையா ல்‌, 81-82 0 = 82-82 0 ஆகும்‌. 
எனவ, 1827 ஓர்‌ ஒருபோக்கு ஏறும்‌ சார்பு. 

மேலும்‌, 8% - 8-8%/78--௨௱...... + 8௨1 — ம 


= ஐ-[6-ஷு* (வ... + (82.2-- 1) * azn] 


அ 82 ௩ ௮1 (ஏனெனில்‌, ப ௩ ௨) 
(5217 மேல்வரம்புடைய ஏறும்‌ தொடர்வரிசை என்பதால்‌, 152௩} ஒருங்கும்‌. 
111] 8 8 என்க. 
ட தது 
மமலும்‌, 5241 ~ Son 7 8928-1. 
im Son [im ST lim Amn T= S+OFS 
ய்ய n+ சப்பி ய்ய 2ா*1 
எனவே, (82ஈ7 மற்றும்‌ (52-1) என்ற தொடர்வரிசைகள்‌ இரண்டும்‌ ஒரே எல்லைக்கு 
ஐருங்குகின்றன. 
lim 52 * 5; ]ர்ரூ. ந “8 ஆதலின்‌, 82 0-க்கு ஏற்ப, 1, 12 என்ற மிகை 
1-5 n= 
எண்கள்‌, அனைத்து 21 2 ற” க்கு | 59, 5] ₹8 மற்றும்‌ அனைத்து 20 4 1 ௮ 1- 
க்கு | 5-1 - 5| ₹ 8 என அமையும்‌. 
110 * 1௮X(॥1, 12) என்க. எனவே, அனைத்து ௩2 ழா க்கு [59-5] <௧ ஆகும்‌. 
கையால்‌, [| $5 
ஆவல்‌ றக 


பகுதிக்‌ கூட்டல்‌ தொடர்வரிசை {5 ஒருங்குவதால்‌, 3(-1)""'௰, -ம்‌ ஒருங்குகிறது. 
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2.46. எடுத்துக்காட்டு 
1-1/2 1/3 - 1/4+... என்ற தொடரை எடுத்துக்‌ கொள்க. 
இங்கு, 2, ௪ 1/௩> 0. ௮% - க  1/(n+1) - 1/n = -L(n(n+1)) < 0 
எனவே, அனைத்து க்கு ஐ £ 8. அதாவது, 4 2 822 852 ... 
மேலும்‌, ஷூ” [im 1/0 
1-5 1-௦ 
எனவே, கொடுக்குப்பட்டத்‌ தொடர்‌ ஒருங்கும்‌. 
2.12. அற ஒருங்கல்‌ (Absolute Convergence) 
ஷூ ஆனது ஒருங்கும்‌ தொடரானால்‌, 2& ஓர்‌ அற ஒருங்கும்‌ தொடர்‌ 
எனப்படும்‌. 
2.47. தேற்றம்‌ 
ஒவ்வொரு அற ஒருங்கும்‌ தொடரும்‌, ஓர்‌ ஒருங்கும்‌ தொடராகும்‌. 
நிறுவல்‌: 
3௮, ஓர்‌ அற ஒருங்கும்‌ தொடர்‌ என்க. வரையறைப்படி, 2780] ஒருங்கும்‌ 
இதற்கு, காஷியின்‌ ஒருங்கல்‌ கோட்பாட்டின்‌ படி, 82 0-க்கு ஏற்ப 14 என்ற முழு 
எண்‌, 2 ॥ 2 N எனில்‌, ||| 4+ [கஃ॥| * ... * [| ௫ 8 என அமையும்‌. அதாவது, 
௱ 21 எனில்‌, [8] * [| * ... * [an XE 
அடுத்து, 112 ॥ எனில்‌, [க * க * ... ரகவ < [an + ஷே! +... + lam 38 
எனவே, காஷியின்‌ ஒருங்கல்‌ கோட்பாட்டின்‌ படி, 22% ஒருங்கல்‌ தொடராகிறது. 
குறிப்பு: 
மேற்கண்ட தேற்றத்தின்‌ மறுதலை உண்மையல்ல. ஓர்‌ ஒருங்கும்‌ தொடர்‌, அற 
ஒருங்கும்‌ தொடராக அமைய வேண்டியதில்லை. 
எடுத்துக்காட்டாக, 1 - 1/2 4 1/3 - 1/4 * ... என்பது ஒருங்கும்‌ தொடர்‌. இது 24, 
எனில்‌, 218] - 21/௩ விரியும்‌ தொடராகும்‌. 
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2.48. தேற்றம்‌ 

த ஓர்‌ அற ஒருங்கும்‌ தொடர்‌. 40, ஒரு வரம்புடைய தொடர்வரிசை எனில்‌, 
280, என்பது அற ஒருங்கும்‌. 
நிறுவல்‌: 

(0, வரம்புடைய தொடர்வரிசை என்பதால்‌, 14 > 0 என்ற எண்‌, அனைத்து 
nகN-க்கும்‌, [மந] 18, என அமையும்‌. 
அனைத்து 1 -க்கு [க்‌ ௪ [| [bn < Mla. 2a] ஒருங்கும்‌ என்பதால்‌, Ma, |- 
ம்‌ ஒருங்கும்‌. ஒப்பிட்டுச்‌ சோதனையின்‌ படி, 2/8), -ம்‌ ஒருங்கும்‌. 
எனவ, 28%0, ஓர்‌ ஒருங்கும்‌ தொடர்‌. 
2.13. தொடரின்‌ கூட்டல்‌ மற்றும்‌ பெருக்கல்‌ 
2.49, தேற்றம்‌ 

2௮, -- A மற்றும்‌ 20, - B எனில்‌, 28, *b = A+B மற்றும்‌ 

௨ “ 0&, இங்கு, ௦ என்பது ஒரு நிலைத்த எண்‌. 
நிறுவல்‌: 

A, = டி a, - டி ட என்க. 

k=0 


வெயது, 
சரணை 


1) 
An + B, உ >, ( + bk) 
k=0 


im (A+B, = jp nt 
ni ) ர ல வரு, ம, 
அதாவது, 2:(௮, *b) - A+B 
மற்றும்‌, பரு கு 1 ய 
ற்று im ப்ரி ட “க்‌ 


204. = cA. 
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எனவே, இரு ஒருங்கும்‌ தொடர்களின்‌ கூட்டல்‌, அவ்விரு தொடர்களின்‌ 
கூடுதலுக்கு ஒருங்கும்‌. அது போல்‌, ஓர்‌ ஒருங்கும்‌ தொடரை மாறிலியால்‌ பெருக்கக்‌ 
கிடைக்கும்‌ தொடர்‌, தொடரின்‌ கூடுதலை அம்மாறிலியால்‌ பெருக்கக்‌ கிடைக்கும்‌ 
எண்ணுக்கு ஒருங்கும்‌. 
2.50. வரையறை: காஷி பெருக்கல்‌ 
3௮, மற்றும்‌ 220, என்பன, இரு கொடுக்கப்பட்ட தொடர்கள்‌ எனக. 


ட * டி ab (௩ = 0, 1, 2, ...) எனில்‌, 2௦, என்பது இரு கொடுக்கப்பட்ட 
k= 


தொடர்களின்‌ பெருக்கம்‌ என அழைக்கப்படும்‌. 
2௮,2" மற்றும்‌ 3,2" என்பன, இரு அடுக்குத்‌ தொடர்கள்‌ என்க. 
இவைகளின்‌ பெருக்கம்‌ 


oo oo 

2 a. ப்‌ biz = மேோர்வுகரஷஎுர* ...).(bo+biz+ bez +...) 
n 0 
apbo + (ஸ்‌; + ajbo)z + (ஸே. + arbi + azbo)Z +... 
Cot ரக CZ த்தால்‌ 


| 


ரு 


2.21. எடுத்துக்காட்டு 


ண்கள்‌ 
ண்‌ 


1] 1] 11 
A, ப டி Ak, B, RS oR bk. ர 5 > Ck மற்றும்‌ A,—A., 
[2-0 


5.1. எனில்‌, { ஆனது AB-க்கு ஒருங்க வேண்டிய அவசியமில்லை. 
இப்பொழுது, இரு ஒருங்கும்‌ தொடர்களின்‌ பெருக்கம்‌ விரியும்‌ என்பதைக்‌ 


காண்டோம்‌. 





n 
> CD21 1N2+1IN3- 1A... 
n=0 4-1 


என்ற தொடர்‌, லீபின்ஸ்டன்‌ தேற்றத்தின்‌ படி ஒருங்கும்‌. இத்தொடருடன்‌, அதனையே 


பெருக்கம்‌ காண, 
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oo = 1 (12+ 1/2) + (63 + பி + 1/3) - (14+ 
-0 


1/(V3V2)+ வ + ப்ச்‌ தி 
எனவே, டே ௪ (“1)" 2 TEED 


(n-k+1)(kK+1) = ன்‌ +1) (n/2-k) 
< (n/2 +1) 


Gl > * 1/(2+1D= * ௮2-2041)/072) 
0 0 
எனவே, டே ஒருங்கதலுக்குத்‌ தேவையான நிபந்தனை நூடே * 0 
1)-ஆ௦௦ 


நிறைவேறவில்லை. ஆகையால்‌, 20, விரியும்‌. 


2.52. தேற்றம்‌ 

ஜெ 

(அ) 2 ௨ என்பது ஓர்‌ அற ஒருங்கும்‌ தொடர்‌. 
n=0 
௦௦ 

(அ 5) ஆக்‌ 
n= 
பெ 

இ கு நற 
n= 

(FF) ப்‌ akb,.k (n= 0, 1,2... ) எனில்‌, > சே - AB. 


n=( 
அதாவது, இரு ஒருங்கும்‌ தொடர்களில்‌ குறைந்தது ஒன்று அற ஒருங்கும்‌ எனில்‌, 
அவைகளின்‌ பெருக்கம்‌ ஒருங்கும்‌. 


நிறுவல்‌: 
n n n 
A, க 2. Ak, B, > bk, on a A Ck» Pr டு B, - B என்க. 
0 k=0 k=( 
Cr * abo + (aobj + ajbp) +... + (ab, “கஷ்ட... + கர 


ர 


ao(bp +b; ல்‌ + bn) + ai(by + by த வேரா னத + ௨0௦0 
ட 8013, வம... ப்ட்‌ + 8௮30 
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i! 


ao(B + By) + aj(B + Bra) +... + as(B + Po) 
(ap + aj +... + an)B + aon + a1 Bn +... + aslo 
A,B யூ aon ர்‌ 2119-1 பட்ட + 810 


1. “ஜர்‌ ah... ர்‌ a என்க. 


॥ 


| 


கறு AB என்பதால்‌, டே AB என நிறுவ, நீறு ௩-0 எனக்‌ 
11-௯9 


காண்பித்தால்‌ போதுமானது... 
oO ச 

05 5? || என்க. 
1-0 


82: 0 கொடுக்கப்பட்டுள்ளது எனக. 
00 
(இ-ல்‌ இருந்து 5 bh B= 0. 
n0 


எனவே, 14 என்ற எண்‌, 1 2 N எனில்‌, [8௩] 5 8 எனக்‌ காணலாம்‌. 
nl = [aon + ar Bn +... * anf 

கடி +... + aa NPwl + [anni DNA ... + 30 | 

உ ... ர்ஷேழியுர்‌ 80 


N நிலைத்ததாகக்‌ கொண்டு, ௩ -56 எனில்‌, 


IA 1A 


lim Suplyal ₹ 80 (ஏனெனில்‌, 8-2 எனில்‌, & 2 0) ஆகும்‌. 
11-00 
எனவே, [ரு 1௩ 0. ஆகையால்‌, ) டே“ AB ஆகும்‌. 
1-700 n=0 
2.14, தொடர்களின்‌ மறு வரிசைப்படுத்துதல்‌ (Rearrangement of Series) 
2.93. வரையறை 
(Kh), ௩-1, 2, 3, ...) என்பது, ஒவ்வொரு மிகை முழு எண்‌ 1, ஒர ஒரு 
தடவை வருமாறு உள்ள ஒரு தொடர்வரிசை என்க. 
அதாவது, ] என்பது அனைத்து மிகை எண்களின்‌ கணம்‌ எனில்‌, (8, என்பது 


7] வரையிலான ஒன்றுக்கொன்றான சார்பு. 
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= (n= 12,3, ..) எனில்‌, 2% 
மறுவரிசைப்படுத்துதல்‌ எனப்படும்‌. 
2.54. எடுத்துக்காட்டு 

| - 1/2 + 1/3 - 1/4 +... 

என்ற ஒருங்கும்‌ தொடரை எடுத்துக்‌ கொள்க.. 
இதன்‌ கூடுதல்‌ 5 என்க. 
Son = 1-1/2+1/3-1/4+...+1/(2n-1)—1/2n > 1/2 
எனவே, 5 > 1/2 
மகொடுக்கப்பட்டத்‌ தொடரை, 1/2 ஆல்‌ பெருக்க, 
1/2 - 1/4+ 1/6 - 1/8 +... = s/2 
(80) என்பது தொடர்‌ (2)-ன்‌ பகுதிக்‌ கூட்டல்‌ என்க. 
0+1/2 +0-1/4+0+1/6+0-1/8+... 
என்ற தொடரின்‌ பகுதிக்‌ கூடுதல்கள்‌, 
0, S1', Si, Sa, S82, S3/, S3/, S4/, 84) 
இவைகள்‌ (2)-ன்‌ பகுதிக்‌ கூடுதல்களுக்குச்‌ சமம்‌. 

(1) மற்றும்‌ (3) இவைகளின்‌ உறுப்புகளைக்‌ கூட்ட, 
1+0+1/3-1/2+1/5+0+1/7-1/4+ ...=3s/2 


1+ 1/3-1/2+1/5+1/7~1/4+ 1/9 +1/11-1/6+1/7+ ...= 35/2 ---(4) 
தொடர்‌ (4) ஆனது (1)-ன்‌ மறு வரிசைப்படுத்துதல்‌ ஆகும்‌. ஆனால்‌, (4) வேறான 


கூடுதலுக்கு ஒருங்குகிறது. 
2.55, நேற்றம்‌ 


௨ என்ற குறைமதிப்பற்ற எண்களின்‌ தொடர்வரிசை A என்ற 


மமய்யெண்ணுக்கு ஒருங்குகிறது. 2.0, என்பது 2 ஷன்‌ மறுவரிசைப்‌ படுத்தியது 


எனில்‌, 2.0,-ம்‌ ஒருங்கும்‌. மேலும்‌, 2 %,- A 
நிறுவல்‌: 
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M என்ற ஓவ்வொரு எண்ணுக்கும்‌, 5% ஸ்‌ 4 bஃ * ... * 0, என்க. 
(1) என்ற ஏதேனும்‌ ஒரு தொடர்வரிசைக்கு 6; - ஆ. 
அதாவது, 6) - ஆ, D2 இ, ்... 0௩“ ௫ 
m = max( kj, kz, ..., Km) எனில்‌, நர்‌ ஜர்‌... ரஹ <A 
எனவே, 2, ஒருங்கும்‌. இதன்‌ கூடுதல்‌ B என்ற மெய்யெண்‌ என்க. 


ஆனால்‌, ௪ நற 5௩. எனவே, BSA 
n—>00 


34 என்பது, 2,0டன்‌ மறுவரிசைப்படுத்துதல்‌ என்பதால்‌, மேலக்‌ கண்டதின்‌ படி, 
A<B. ஆகையால்‌, A = ௮B. 
2.56. தேற்றம்‌ 
3௮ என்பது கக்கு அற ஒருங்கும்‌ எனில்‌, ?9 ஷன்‌ எந்த 

மறுவரிசைப்படுத்திய தொடர்‌ 2-ம்‌ A-க்கு அற ஒருங்கும்‌. 
நிறுவல்‌: 

2-உ-ன்‌ மிகை மற்றும்‌ குறை உறுப்புகளின்‌ தொடர்வரிசைகள்‌ முறையே 2.௩ 
2. என்க. எனவே, &--1 4 Q ஆகும்‌. 
௨0, ஆனது 2;ஆன்‌ மறுவரிசைப்படுத்திய தொடர்‌ என்பதால்‌, (ஙு; என்ற 
தொடர்வரிசை %; - ஐ; ற, * ப என அமையும்‌. 
மலும்‌, ஐ, ஆனது குறை மதிப்பற்ற உறுப்புகளைக்‌ கொண்ட தொடர்‌ 2 நன்‌ 
மறுவரிசைப்படுத்திய தொடர்‌ என்பதால்‌, தேற்றம்‌ 2.51-ன்‌ படி, 2.றஈ்‌ * P. இதைப்‌ 
பாலே, 2-0௩ ௪ 9 ஆகும்‌. 
0: * ப என்பதால்‌, 20; ஒருங்கும்‌. 
மெலும்‌, 2:5; = pi +d =P+QFA 

20; ஓர்‌ அற ஒருங்கும்‌ தொடர்‌ என நிறுவ வேண்டும்‌. 
b= pri + qni= [bil “விர்‌ [dni 

™ Phi - dui 
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பின்‌, 11 என்ற மிகை முழு எண்ணுக்கு, 


11 11 
01] + [bz *..ர [bol டட 2 Pri” 2 (ப <P -Q 
1 | 


எனவே, டு 6] என்ற தொடரின்‌, பகுதிக்‌ கூட்டலின்‌ தொடர்ஹிசை மேல்‌ 
1] 
m 
வரம்புடையது. அதன்‌ மேல்வரம்பு ௪ - ப. எனவே, 5: [0] ஒருங்கும்‌. 
i=1 


அதாவது, 2.0; அற ஒருங்கும்‌ தொடராகும்‌. 
2.57. ரீமான்‌ தேற்றம்‌ 
20, என்ற மெய்யெண்களின்‌ தொடர்‌ ஒருங்கும்‌, ஆனால்‌ அற ஒருங்காது. 


-௦ 5 0 ₹ 0 ₹ ௦ எனில்‌, பகுதிக்‌ கூடுதல்‌ 8, உடைய 2௮ என்ற: 


மறுவரிசைப்படுத்துதல்‌ ர மீ ௪, நு HTB 444 5 
றுவரிசைப்படுத்துத ப்பி lim SW B (5) 
என அமையும்‌. 

நிறுவல்‌: 


Pn (lan| + an )/2, dn = (lan - an )/2, (n= 1, 2, 3, ...) என்க. 
Pn — Qn An; Ph + dn ~ lanl; Pn 2 0; dn 2 0. 
20% மற்றும்‌ 2:4 இவைகள்‌ விரியும்‌ என நிறுவுவோம்‌. 
3.ற மற்றும்‌ 2.0, இவையிரண்டும்‌ ஒருங்கும்‌ தொடர்களானால்‌, 2:(ஒ, * 0) - 2/84 
ஒருங்கும்‌. இது நமது கொள்கைக்கு முரண்பாடு. 
20 மற்றும்‌ 2:4௩ இவைகளில்‌ ஒன்று 3:௩ விரியும்‌ தொடராகவும்‌, மற்றொன்று 
2.0 ஒருங்கும்‌ தொடராகவும்‌ உள்ளது என்க. 
டு = > (Pn — Qn) - டி Dn - ன்‌ 0. 
n=1 n=] n=] n=1 
எனவே, 2. விரியும்‌. இது நமது கொள்கைக்கு முரண்பாடு. 


21 மிதாடர்வரிசைகள்‌ மற்றும்‌ தொடர்கள்‌ 


உன்‌ குறைமதிப்பற்ற உறுப்புகள்‌, அவைகள்‌ இருக்கின்ற வரிசையின்‌ i Fis 
உ P3, ... என்க. 2ொன்‌ குறை உறுப்புகளின்‌ அற மதிப்புகள்‌, அவைகள்‌ 
இருக்கின்ற வரிசையின்‌ படி, 0, இ ெ,... என்க. 

90, 2.௨ என்ற தொடர்கள்‌ 2:௩ 2-௩ இவைகளிலிருந்து பூஜ்ய உறுப்புகள்‌ 
மவறுபடுவதால்‌, அவைகள்‌ விரியும்‌ தொடர்கள்‌. 

(11.7, (1) என்ற தொடர்வரிசைகளை | 
Doct oboe OreQ. கமெண்டை noid Poss. ப 4 


என்ற தொடர்‌ (5)-: ஐ நிறைவேற்றுமாறு அமைப்போம்‌. 

மேக்‌ கண்ட தொடர்‌, 2 உ-ன்‌ மறுவரிசைப்படுத்துதல்‌ ஆகும்‌. 

மெய்யெண்‌ மதிப்புடைய தொடர்வரிசைகள்‌ 1007, (8/-ஐ 0-2 01, 2 ழீ, 
0 5 Ph Bi > 0 எனத்‌ மதர்ந்தெடுக்க. 

1111) & என்பன, ச, * ... * Pi > Be at ர - -...- ஜெ 011 
எனுமாறு உள்ள மிகச்‌ சிறிய முழு எண்கள்‌ என்க. த்‌ 

ஐ], என்பன, 2) 4... 4 pi = =. 2 Qu + Paint ¥ வர்ல Ba 
Pj +... API EQ TUT QO ¥ Pais ப = Qi + ஜெ <0 
எனுமாறு உள்ள மிகச்‌ சிறிய முழு எண்கள்‌ என்க. ப 
21 2:0௨ என்பவை விரியும்‌ தொடர்கள்‌ என்பதால்‌, இதனைத்‌ மிதாடரலாம்‌. 

2 Yn என்பன 1, - கெ இவைகளை இறுதி உறுப்புகளாகக்‌ கொண்ட (6)-ன்‌ 
பகுதிக்‌ கூடுதல்கள்‌ என்க. எனவே, 12% - [15 Pm [Yn - 0 < Om 
௯௦ எனில்‌, P, ௯-0. மற்றும்‌ 0. எனவ, % — 8, 3% 0% 

மேலும்‌, ஐ விட சிறிய எண்‌ அல்லது [-ஐ விடப்‌ பெரிய எண்‌ எதுவும்‌, 
பெதொடர்‌ (6)-ன்‌ பகுதிக்‌ கூடுதல்களின்‌ துணைத்‌ தொடர்பு எல்லையாக இருக்க 


முடியாது. 
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2.15. பயிற்சி வினாக்கள்‌ 


1. 1857, 1b; என்ற இரு நொடர்வரிசைகளில்‌, {2,3 ஆனது அனைத்து 1-க்கு 
௦௦-க்கு விரிகிறது எனில்‌, {b,}-ம்‌ ௦௦-க்கு விரியும்‌ என நிறுவுக. 

2. ௦௦-க்கு விரியும்‌, ஏதேனும்‌ ஒரு தொடர்வரிசை {5% மேல்‌ வரம்புடையது, 
ஆனால்‌, கீழ்வரம்புடையது அல்ல எனக்‌ காட்டுக. 

3. ப என்ற மிகை எண்களின்‌ தொடர்வரிசை, 8-1 ௩ 15% (0 <r ௩ 1) என 
இருக்குமானால்‌, ப்ப 8) 0 என நிறுவுக. 

4, R'-ல்‌ வரம்புடைய, காஷி தொடர்வரிசையாக அமையாத, தொடர்வரிசையின்‌ ஒரு 
உதாரணம்‌ தருக. 

5. (8. (1/7 என்பன மிகைஉறுப்புகளைக்‌ கொண்ட ஒரு தொடர்வரிசை, 541 - 
(Sn + 1/2, taal - பறட எனில்‌, 485), 113) இவைகள்‌ ஒரே எல்லைக்கு 
ஒருங்கும்‌ எனக்‌ காட்டுக. 

6. காஷியின்‌ .-ஒருங்கல்‌ உரைகோளிலிருந்து, ஒரு வரம்புடைய ஒருபோக்கு 
பதொடர்வரிசை . ஒருங்கும்‌ என தருவிக்க. 

ஹி ன்‌ என்ற தொடர்‌ 1-க்கு ஒருங்கும்‌ எனக்‌ காட்டுக. 

8. i என்ற தொடர்‌ விரியும்‌ எனக்‌ காட்டுக. 

9. 2 (1)”'உ என்ற ஒன்றாடத்‌ தொடரின்‌ ஒருங்கல்‌ தன்மையை ஆராய்க. 

10. 2 2, என்பன அற ஒருங்கும்‌ தொடர்கள்‌ எனில்‌, 2(௦ஆ *- லட) மற்றும்‌ 
௨௮, என்பனவும்‌ அற ஒருங்கும்‌ என நிறுவுக, (௦, [$, 6 என்பன மெய்யெண்கள்‌.) 
11. ஷூ ஒரு அற ஒருங்கும்‌ தொடர்‌ மற்றும்‌ (6) ஒரு வரம்புடைய 
மிதாடர்வரிசை எனில்‌, 22,0, ஒரு அற ஒருங்கும்‌ தொடர்‌ எனக்‌ காட்டுக. 

12. 2 என்பது A-க்கு அற ஒருங்குகிறது எனில்‌, அதன்‌ ஏதேனும்‌ ஒரு 
மறுவரிசைபடுத்துதல்‌ 2, -ம்‌ A-க்கு அற ஒருங்கும்‌ என நிறுவுக. 

13. இரு அற ஒருங்கும்‌ தொடர்களின்‌ காஷி பெருக்கமும்‌ அற ஒருங்கும்‌ என 


நிறுவுக. 
RR RRR 


அத்தியாயம்‌ 3 
யாப்புவெளியில்‌ தொடர்ச்சியான சார்புகள்‌ 


(Continuous Functions on Metric Spaces) 


தற்காலத்திய பகுப்பாய்வு இயலில்‌, சார்புத்‌ தொடர்ச்சி ஆனது அடிப்படைக்‌ 
கருத்தாகும்‌.சார்பின்‌ எல்லையை ஒட்டித்தான்‌, சார்புத்‌ தொடர்ச்சியை 
வறையறுக்கப்படுகிறது. இந்த அத்தியாயத்தில்‌, யாப்புபெளிகளில்‌ வரையறுக்கப்பட்ட 
சார்புகளின்‌ எல்லைகள்‌ மற்றும்‌ தொடர்ச்சி இவைகள்‌ கூறப்பட்டுள்ளன. மமலும்‌, 
தொடர்ச்சி மற்றும்‌ திறந்த, மூடிய கணங்களின்‌ நேர்மாற்று பிம்பங்கள்‌, கச்சிதமான 
யாப்பு வெளியில்‌ தொடர்ச்சியான சார்புகள்‌, சீரான தொடர்ச்சி, தொடர்ச்சியின்மைகள்‌ 
ஆகியவைகள்‌ விளக்கப்பட்டுள்ளன. 
முதலில்‌, சார்பு, சார்புகளின்‌ சில வகைகள்‌, சார்புகளுக்கு சில உதாரணங்கள்‌ 
இவற்றைச்‌ சுருக்கமாக காண்போம்‌. 
3.1. சார்புகளின்‌ எல்லைகள்‌ 
2, Y என்ற யாப்பு வெளிகளை எடுத்துக்‌ கொள்க. என்பது &-ன்‌ உட்கணம்‌ 


எனில்‌, 1: £ஆY என்பது £-லிருந்து Y-க்கு ஒரு சார்பு ஆகும்‌. 


3.1. வரையறை 
ற ஆனது -ன்‌ எல்லைப்புள்ளி, மற்றும்‌ ஏக என்க. ஒவ்வொரு 82 0-க்கு ௦ 
> 0 என்ற எண்‌, 0 ௩ (6, ற) “6 என அமையும்‌ அனைத்துப்‌ புள்ளிகள்‌ ௬க£- 


க்கு 04120), ஏ) ₹8 என அமையுமானால்‌, ற 1350) - 9 என்போம்‌. 


இது, 3-)ற எனில்‌, 10-5 ஏ எனவும்‌ எழுதப்படும்‌. இங்கு, நே மற்றும்‌ டே 
என்பன முறையே, %, -ல்‌ தூரங்கள்‌ ஆகும்‌. 
%- 3-1 எனில்‌, 0) “|X | மற்றும்‌ (1020), ஏ) - 1189-0] 
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குறிப்பு: 

மேலக்‌ கண்ட வரையறையில்‌, ற€%, ஆனால்‌, ற ஆனது ஆ-ன்‌ ஒரு 
புள்ளியாக அமையத்‌ தேவையில்லை. மேலும்‌, 61% ஆக இருந்தாலும்‌, 
1௫) + ரப்பி !() ஆக அமையலாம்‌. 


3.2. எடுத்துக்காட்டுகள்‌ 
1. £: (0, 1) அR' என்ற சார்பு அனைத்து %€(0, 1)-க்கு ர) - % என 
வரையறுக்கப்பட்டுள்ளது. 


ஒவ்வொரு &€(0, 1)-க்கும்‌ 1; 1) - & எனக்‌ காண்பிக்கலாம்‌. 
21-79 


82 0, 6-8 என்க. 
xe(0, 1) > 0< |x -a| < 6 > |f(x) -a) ௭6-௨8. 


எனவே, [;௱ 13) “8. 
xa 


2. X=R'-{0},Y=R, f(x) = sin (1/x), xeX 
& ௬ 1/2 > 0,062 0 ஏமதனும்‌ ஒரு மெய்யெண்‌, 3 4 7/2 > க என்றவாறு, ॥ 


என்பது ஒரு மிகை முழு எண்‌ என்க. 
பின்‌, ௬ ௪ 1/(2ற*௱/2) எனில்‌, | - 0| ௩ 6 ஆகும்‌. 
இந்த ற்கு, |1(%) -0| ௪ [sin(1/x)| = ஈரோ ௩2) -12 1/2 =E 
எனவே, [;௱ 510(1/%) £ 0. 
X—> 
3. £: (-1, 1) அ R’ என்க. 
f(x) =(-1, -l<x<0 
0, x=ஈ0 
1, O0<x<l 


எனில்‌, [ந 1&0 இல்லை என நிறுவுவோம்‌. 
X—> 


95 யாப்புவெளியில்‌ தொடர்ச்சியான சார்புகள்‌ 


அதாவது, ஒவ்வொரு மெய்யெண்‌ 8 “க்கும்‌, ஒவ்வொரு 850 ஆனது, ஒவ்மவொரு 
850-க்கும்‌ ஒரு ௬€(-1, 1) ஆனது, 0 ₹]%£- 0] ௩ 6 என்றும்‌ f(x) - €| 2 € 
என்றவாறு இருந்தால்‌, [ந௱ 1%) இல்லை. 
1-0 


(1)€21,8=2,0> 0 என்க. 
அப்படியானால்‌, ஒரு %ஷ ₹ 0 என்ற ஒரு எண்‌ %௦€(-1, 1), 0 ௩ [6- 0| <o 
இருக்கிறது. எனினும்‌, |1(6)-81-|-1-1122-8. 
இது எல்லையின்‌ வரை இலக்கணத்துக்குப்‌ புறம்பானது. 
(<1 என்க. 6*|1-81,620 என்க. 
அப்படியானால்‌, %) 2 0 என்ற முழு எண்‌, 20€(₹1, 1), 0 < [x1 - 0| ௩ 6 
என்றவாறு இருக்கிறது. 
எனவே, |100)--81-11-61-8. 


ஆகையால்‌ [ரூ 12) இல்லை. 
(20 


பின்வரும்‌ தேற்றம்‌, சார்புகளின்‌ எல்லைகளையும்‌, ஒருங்கும்‌ தொடர்வரிசைகளின்‌ 
எல்லைகளையும்‌ தொடர்புபடுத்துகிறது. 
3.3. தேற்றம்‌ 
X, Y என்பன யாப்புவெளிகள்‌. 12%, 1: EY. மேலும்‌, ற என்பது 13-ன்‌ 


எல்லைப்புள்ளி. 1; 18) 0 என அமையத்‌ தேவையானதும்‌ மற்றும்‌ 
௩-0 


மபாதுமானதுமான நிபந்தனையாவது: ற்கு ஒருங்கும்‌ 1-ல்‌ உள்ள ஒவ்வொரு 
மிதாடர்வரிசை 


{Pn}-ந்கும்‌ (ந), lim tn) * qd ஆகும்‌. 
21 
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நிறுவல்‌: 
(1) ற 130) = ஏ என்க. 
[3-ல்‌ உள்ள ஒரு தொடர்வரிசை, (0; என்பது ற-க்கு ஒருங்குகிறது என்க. 
அதாவது, [5௩ ற. 82 0 பகொடுக்கப்பட்டுள்ளது என்க. 
எனவே, 6 உ 0 என்ற எண்‌, %€13 எனில்‌, 04100), 0) £ 8 மற்றும்‌ 
0 “0, ற) 16 என அமையும்‌. 
ற அ N என்ற எண்‌, > N எனில்‌, 0 ௩ நூ, ற) ௬ ௦ என அமையும்‌. 
எனவ, 15 N எனில்‌, 61), 0) “8 
3 Jim (0) -0 ஆகும்‌. 
மறுதலையாக, நற அ ர) -) 0 என்க. 
மேலும்‌, நற (0)  q என்க. 
ஏதாவதொரு 82 0 ற்கும்‌, அனைத்து 82 0 விற்கும்‌, க (6-ஐப்‌ பொறுத்து 
எனும்‌ புள்ளி, (12), 0) 2 8. ஆனால்‌, 0 ₹ %(, ற) ₹6 என அமையும்‌. 
௦ l/n(n=1,2,3,...),x=p எனில்‌, 
0 <dx(pn, Pp) <l/n => ட), 9) 28. 
இதில்‌, றரற, ஆனால்‌, Ji 1(P௩) # ஆகும்‌. 


இது கொள்கைக்கு முரண்பாடு. எனவ, 1; 100 0. 
Xp 
குறிப்பு 
மதற்றம்‌ 3.3 மற்றும்‌ தேற்றம்‌ 2.5-ன்‌ படி, ஒரு சார்புக்கு இரு வெவ்வேறான 
எல்லைகள்‌ இருக்க முடியாது என்பதை அறிய முடிகிறது. 
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3.2. மெய்ப்புனை மதிப்புடைய எல்லைகள்‌ 
3.4. வரையறை 

X என்ற யாப்பு வெளியின்‌ ஓர்‌ உட்கணம்‌ 1-ல்‌ வரையறுக்கப்பட்ட இரு 
மெய்ப்புனை மதிப்புடைய சார்புகள்‌ 1, த என்க. f: EC, 2: EC, இங்கு C 
என்பது மெய்ப்புனை எண்களின்‌ கணம்‌. 

இவைகளின்‌ கூடுதல்‌, £ 4 ஐ ஆனது, அனைத்து %614-க்கும்‌, அதன்‌ மதிப்பு 
f(x) * ஐ(0) என்ற மெய்ப்புனை எண்‌ என வரையறுக்கப்படுகிறது. 

இதைப்‌ போலவே, 1; ஐ இவைகளின்‌ வித்தியாசம்‌ 1-ஐ, பெருக்கல்‌ 1.ஐ, வகுத்தல்‌ 
1/2 இவைகளும்‌ வரையறுக்கப்படுகின்றன. ஐ(%) 4 0 என அமையும்‌ புள்ளிகள்‌ 
ஏ-ல்‌ மட்டுமே 1/2 வரையறுக்கப்படுகிறது. 

[1-ல்‌ ஒவ்வொரு புள்ளி X-க்கும்‌, £-ன்‌ மதிப்பு மாறிலி எனில்‌, அது மாறிலி சார்பு 
(constant function) எனப்படும்‌. இது, £௪ என எழுதப்படும்‌. 

1, ஐ என்பன மெய்‌ சார்புகள்‌, அனைத்து க [- க்கு 1(%) 2 ஐ(%) எனில்‌, 
12 2 என எழுதப்படும்‌. 

இதைப்‌ போலவே, 1, ௪ என்பன E 15 சார்புகள்‌ எனில்‌, £ 4+ ஓ மற்றும்‌ 1.2 
என்பன முறையே, (4 ஓப) ௪ £00) * 209), (௨60) ௪ 809 . £6) என 
வரையறுக்கப்படும்‌. 
மேலும்‌, ௬ ஒரு மெய்யெண்‌ எனில்‌, (24)(2) ௪ A1(%) ஆகும்‌. 

பின்வரும்‌ தேற்றம்‌, யாப்பு வெளிகளில்‌ வரையறுக்கப்பட்ட மெய்ப்புனை 
மதிப்புடைய சார்புகளின்‌ எல்லைகளின்‌ இயற்கணித பண்புகளைத்‌ தரும்‌. 
3௮. நதற்றம்‌ 

% என்ற யாப்பு வெளியின்‌ ஓர்‌ உட்கணம்‌ 1-ல்‌ வரையறுக்கப்பட்ட 


மிமய்ப்புனை மதிப்புடைய சார்புகள்‌ £, ஐ என்க. ற என்பது 15-ன்‌ எல்லைப்புள்ளி. 
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1 10) A, முர 2000-1 எனில்‌, 

420 xp 

(அ நு ஜு) A+B 
20 

(அ) 1 fe)(x) = AB 

த்‌ யப (12)(X) 

(இ பட W9(W=AB,B+0. 
X~>p 


நிறுவல்‌: 
lim 104A, lim 80 *B 
xp xp 
மதற்றம்‌ 3.3-ன்‌ படி நற (2 ற) எனில்‌, [ற ந ௪4, புஜ 80) B. 
11-௦0 1-௦ 
(அ lim (f+ ஐ = lim (nh) + g(@h)) 
1—>00 1n—00 
= lim {P+ lim 200 
1N—00 11௦ 
A+B 
எனவ, ரு எனில்‌, 1% 6 *லறூகஈA+B 
2, 


ஆகையால்‌, ௩ (1 -ஐ00- கந, 
4 1] 


இதைப்‌ போலவே, (ஆ) மற்றும்‌ (இ) இவைகளை நிறுவலாம்‌. 
குறிப்பு: 
1, ஐ என்பன ௯ R* என்ற சார்புகள்‌ எனில்‌ 
(அ) நூ (பறி =ஈA+B 
X~p 
(அ) [i தக 
20 


(இற 1m 02009-க,50. 
xp 
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3.3. யாப்பு வெளியில்‌ தொடர்ச்சியான சார்புகள்‌ 
3.6. வரையறை 

X, Y என்பன யாப்பு வெளிகள்‌, ஒC%, றக்‌, ரீ என்பது ]*-லிருந்து Y-க்கு 
கோர்த்தல்‌. 8 2 0-க்கு ஒத்த 6 0 என்ற எண்‌, 6%(%, ?) £ 6 என அமையும்‌ 
அனைத்துப்‌ புள்ளிகள்‌ ௬௧ -க்கும்‌ (1020), £ீ(ற)) ₹ 8 என்றவாறு இருந்தால்‌, 7 
ஆனது ற-யிடத்து தொடர்ச்சியான சார்பு என்போம்‌. 

[3-ன்‌ அனைத்துப்‌ புள்ளிகளிலும்‌, 1 தொடர்ச்சியானது எனில்‌, 1-ல்‌ * 
தொடர்ச்சியானது என்போம்‌. 
குறிப்பு: 

0-ல்‌ தொடர்ச்சியானதாக அமைய, றல்‌ 1 வரையறுக்கப்பட மவண்டும்‌. 

ற ஆனது 1£-ன்‌ தனித்தப்‌ புள்ளியாக அமையின்‌, 82 0-ற்கு 62 0 என்ற எண்‌ 
ட, ற) ௩ 6 என அமையும்‌ ஒரே புள்ளி % - ற-க்கு, ிர(1(%), 1(ற)) -0 <௧ 
அக அமையும்‌. 

3.7. மதற்றம்‌ 
X, Y என்பன யாப்பு வெளிகள்‌, EX, றகE ஆனது -ன்‌ எல்லைப்புள்ளி. 
1:௧ ¥ எனில்‌, றால்‌ 1 தொடர்ச்சியானது ௫ ரர f(x) = f(p). 


நிறுவல்‌: 


வரையறைகள்‌ 3.1 மற்றும்‌ 3.6-ன்‌ படி தேற்றம்‌ நிரூபணமாகிறது. 
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இணைந்த சார்புகளின்‌ தொடர்ச்சி (Continuity of Composite Functions) 
3.8. தேற்றம்‌ 

X, Y, 2 என்பன யாப்பு வெளிகள்‌, EC%, f: E ௯ Y, g: 1(£) ௯ 2 என்பன 
சார்புகள்‌. 1: - 2 என்ற சார்பு 00) - ஓ(£%)), &€£) என வரையறுக்கப்‌ 
பட்டுள்ளது என்க. ர ஆனது றகத-ல்‌ தொடர்ச்சியானதாகவும்‌, த ஆனது £(ஒ)-ல்‌ 
தொடர்ச்சியானதாகவும்‌ அமையின்‌, ॥ ஆனது ற-ல்‌ தொடர்ச்சியானதாக அமையும்‌. 

ப ஆனது நீ ஜு ன்‌ இணைந்த சார்பு என அழைக்கப்படும்‌. அது 11 ௪ 102 
எனக்‌ குறிக்கப்படும்‌. 

இத்நதேற்றம்‌ “தொடர்ச்சியுள்ள சார்பின்‌ தொடர்ச்சியான சார்பு ஒரு 

தொடர்ச்சியான சார்பு ஆகும்‌” எனவும்‌ கூறப்படும்‌) 
நிறுவல்‌: 

82: 0 மகொடுக்கப்பட்டுள்ளது என்க. 
1(0)-ல்‌ ஐ தொடர்ச்சியானது என்பதால்‌, 7 2 0 என்ற எண்‌, 
டே, f(p)) <n. 3110) எனில்‌, சே(த(3), fp) ₹ 8 என அமையும்‌. 
றல்‌ 1 தொடர்ச்சியானது என்பதால்‌, 6 2 0 என்ற எண்‌, (2, ற) ௩ 6, 61 
எனில்‌, 016), 1(ற)) “7 என அமையும்‌. 
3 100) எனில்‌, இவ்விரு கூற்றுகளிலிருந்து, 
dx(X, p) < 0, xEE எனில்‌, 07(ஐ(108)), ஐ1))) - 6, 
அதாவது, 02%, ற) ௩ ௦, X€E எனில்‌, ிz(h(X), h(p)) “6. 


எனவ, ற-ல்‌ ௩ தொடர்ச்சியானது. 
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தொடர்ச்சி மற்றும்‌ திறந்த, மூடிய கணங்களின்‌ நர்மாற்று பிம்பங்கள்‌ 
3.9. மதற்றம்‌ 

1: X ௮ Y என்பது யாப்பு வெளி %-லிருந்து யாப்பு வெளி Y-க்கு சார்பு. 26-ல்‌ 
1 மிதாடர்ச்சியானதாக அமையத்‌ தேவையான மற்றும்‌ போதுமான நிபந்தனையாவது: 
1-ல்‌ ஒவ்வொரு திறந்த கணம்‌ V-க்கும்‌, அதன்‌ நேர்மாற்று பிம்பம்‌ £ 1௫) ஆனது 
2-ல்‌ திறந்த கணமாக அமைதலாகும்‌. 
நிறுவல்‌: 

(அ &-ல்‌ 1 தொடர்ச்சியானது மற்றும்‌ V என்பது Y-ல்‌ ஒரு திறந்த கணம்‌ 
என்க. 1 1(3) ஆனது ௭ல்‌ திறந்த கணம்‌ என நிறுவ வேண்டும்‌. 
ற€X ஆனது, £ “1070-ல்‌ உள்ள ஏதேனும்‌ ஒரு புள்ளி என்க. 
ற ஆனது £ £1(V)-ன்‌ உள்புள்ளி என நிறுவ வேண்டும்‌. 
pe f'(V)>f(p)eV 
V திறந்த கணம்‌ என்பதால்‌, 8 2 0 என்ற எண்‌, (1), 4) ௩ 8 எனில்‌, yeV 
என அமையும்‌. 
0-ல்‌ 1 தொடர்ச்சியானது என்பதால்‌, 6 0 என்ற எண்‌, 4%(%, ற) ₹6 எனில்‌, 
dy(t(x), 1(0)) < & என அமையும்‌. 
இவையிரண்டையும்‌ இணைக்க. 0%(%, ற) ௩ 6 எனில்‌, ரி) 67 என அமையும்‌. 
அதாவது, ௫, ற) <6 > xe 7 10. எனவ, றன்‌ அண்மை, £ £1(V)-ன்‌ 
உட்கணமாக அமையும்‌. அதாவது, றக f 1௫0) ஆனது £ 1 00-ன்‌ உள்புள்ளி. 
எனவே, £ 1 ஆனது &-ல்‌ திறந்த கணமாக அமையும்‌. 
(அ) மறுதலை 

Y-ல்‌ ஒவ்வொரு திறந்த கணம்‌ V-க்கும்‌, £"1(V) ஆனது X-ல்‌ திறந்த கணம்‌ 


என்க. றக %, 8? 0 என்க. 
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- {yeY : நடு, f(p)) ₹ 8) எனில்‌, V ஒரு திறந்த கணம்‌. 
எனவே, £-!(V)-ம்‌ திறந்த கணம்‌. 
ஆகையால்‌, 6 2 0 என்ற எண்‌, டூ, 1) ௩ 6 எனில்‌, XE 1 எள 
அமையும்‌. 
xe 11000 > f(x)EV 
— dy(f(x), f(p)) <€ 


எனவே, றால்‌ 1 தொடர்ச்சியானது. 
3.10. கிளைத்தெற்றம்‌ 
யாப்புவளி லிருந்து யாப்பு வெளி Y-க்கு £ ஒரு சார்பு, %-ல்‌ 
தொடர்ச்சியானதாக அமையத்‌ தேவையான மற்றும்‌ போதுமான நிபந்தனை: ல்‌ 
ஒவ்வொரு மூடிய கணம்‌ C-க்கும்‌, அதன்‌ நேர்மாற்று பிம்பம்‌ 7 100) ஆனது &-ல்‌ 
மூடிய கணமாக அமைதலாகும்‌. 
நிறுவல்‌: 
1 ஆனது 2ல்‌ தொடர்ச்சியானது. 
௨. ௧ ஆனது Y-ல்‌ மூடிய கணம்‌ எனில்‌, 13-ன்‌ நிரப்பு ௧, 1-ல்‌ திறந்த 
கணம்‌. 
௨. £௫) மு1௫))* ஆனது Y-ல்‌ திறந்த கணம்‌. 
ஓ. 71௫) ஆனது %*ல்‌ மூடிய கணம்‌. 
குறிப்பு: 
பொடர்ச்சியான சார்பில்‌, ஒரு திறந்த கணத்தின்‌ பிம்பம்‌ திறந்த கணமாக 
அமையத்‌ தேவையில்லை. எடுத்துக்காட்டாக, 1$-ன்‌ அனைத்துப்‌ புள்ளிகளையும்‌ 
R'-ன்‌ ஒரே புள்ளிக்குக்‌ கோர்க்கும்‌ மாறிலி சார்பு. இதைப்போலவே, தொடர்ச்சியான 


சார்பில்‌, மூடிய கணத்தின்‌ பிம்பம்‌ மூடியக்‌ கணமாக அமையத்‌ தேவையில்லை. 
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3.4. தொடர்ச்சியான மெய்ப்புனை மதிப்புடைய மற்றும்‌ திசையன்‌ மதிப்புடைய 
சார்புகள்‌ 
3.11. நேற்றம்‌ 

X என்ற யாப்பு வெளியில்‌, f மற்றும்‌ ஐ என்பன மெய்ப்புனை தொடர்ச்சியான 
சார்புகள்‌ எனில்‌, £:4-ஏ மற்றும்‌ நீத என்பன %-ல்‌ தொடர்ச்சியானவை. மேலும்‌, 
அனைத்து %€26-க்கு ஐ(20) 2 0 எனில்‌, 1/2-ம்‌ தொடர்ச்சியானது. 
நிறுவல்‌: 

ஆ-ன்‌ தனித்தப்புள்ளிகளில்‌, நிறுவ வேண்டியது எதுவுமில்லை. 

“ன்‌ எல்லைப்புள்ளிகளில்‌, தேற்றம்‌ 3.5 மற்றும்‌ 3.7 இவைகளிலிருந்து 
இத்ழதற்றம்‌ பெறப்படும்‌. 
3.12. தேற்றம்‌ 

(அ) % என்ற யாப்பு வெளியில்‌ வரையறுக்கப்பட்ட மெய்சார்புகள்‌ £1, ..., டி 
என்க. ரீ: XR என்ற சார்பு £00) - (000, ... (00), 639) என 
வரையறுக்கப்பட்டுள்ளது எனில்‌, ரீ தொடர்ச்சியானது ௯ 11, ..., £4 என்ற ஒவ்வொரு 
சார்பும்‌ தொடர்ச்சியானது. 
(அ) 1: XR, 2: XR என்பன தொடர்ச்சியான சார்புகள்‌ எனில்‌, 12 
மற்றும்‌ 1.2 என்பனவும்‌ %-ல்‌ தொடர்ச்சியானவை. 
நிறுவல்‌: 

a = (பே, ..., ஆ) எனில்‌, ஒவ்வொரு ]- 1, 2,..., க்கு 
(9)-asio9-al 5 3 [0a 


(2 109 -வ)” 
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இந்த சமனின்மை நீர 1) £௨௨ [10 வு “து $ 1) வடி 
1-0 2 


என்பதைக்‌ காட்டும்‌. 
1 ஆனது ற என்ற புள்ளியில்‌ தொடர்ச்சியானது என்க. 
ற ஆனது %-ன்‌ தனித்தப்புள்ளி எனில்‌, நிறுவுவதற்கு எதுவுமில்லை. 
ற ஆனது 26-ன்‌ எல்லைப்‌ புள்ளி என்க. 
எனவே, ற எனில்‌, 100) 510) ௮ அனைத்து 8 ],2...ாடக்கு, 
(20) > 122) 
ஆகையால்‌, ஒவ்வொரு 1), ..., ரிம்‌ தொடர்ச்சியானவை. 
பகுதி (ஆ) ஆனது பகுதி (அ) மற்றும்‌ தேற்றம்‌ 3.11 இவைகளிலிருந்துப்‌ 
பெறப்படும்‌. 
குறிப்பு 
1, ..., £6 என்பன 1-ன்‌ பகுதிகள்‌ எனப்படும்‌. 1 4 ஐ என்பது XR என்ற 


சார்பாகும்‌. ஆனால்‌, 1.த ஆனது XR’ என்ற சார்பாகும்‌. 


3.5. கச்சிதமான யாப்பு வெளியில்‌ தொடர்ச்சியான சார்புகள்‌ 
3.13. தேற்றம்‌ 
f: ESR என்ற சார்பிற்கு, M என்ற மெய்யெண்‌, அனைத்து %€ ௩-க்கு, 


ப்‌) ௫5 M என அமையுமானால்‌, 1 வரம்புடையது எனப்படும்‌. 


கீழ்க்கண்ட தேற்றம்‌, கச்சிதமான யாப்புமிவளியின்‌ தொடர்ச்சியான பிம்பமும்‌, 
கச்சிதமானது என்பதை நிறுவுகிறது. இது, தொடர்ச்சியான சார்புகளின்‌ முழுதளாவிய 
(21௦08) பண்புகளில்‌ ஒன்றாகும்‌. 
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3.14. மதற்றம்‌ 

X, Y என்பன யாப்பு வெளிகள்‌. X கச்சிதமானது. 1: -Y என்பது 
தொடர்ச்சியான சார்பு எனில்‌, (2) கச்சிதமானது. 
நிறுவல்‌: 

1(20)-ன்‌ ஒரு திறந்த உறை (V௨; என்க. 
எனவ, 1(%) ௨ ப 7௨1 தொடர்ச்சியான சார்பு என்பதால்‌, ஒவ்வொரு கணம்‌ 
1759-ம்‌ திறந்த கணம்‌. (தேற்றம்‌ 3.9) 
எனவே, (1”!((7)) ஆனது 26-ன்‌ திறந்த றை ஆகிறது. 
X கச்சித யாப்பு வெளி என்பதால்‌, முடிவுள்ள எண்ணிக்கையுள்ள குறியீட்டு எண்கள்‌ 
011, 012, ..., ரே ஆகியவை, 
XC (Va )ப ன்‌ ப (1) என அமையும்‌. 
ஓவ்வொரு ட Y-க்கும்‌, 1(1 10) cE என்பதால்‌, 
135) - (1 (1 கணி Uf (Vg )) 

அ (1 (Voy JU... ஸரி (Vo )) 
ட்‌ Vg UNV 

எனவே, 1(%) கச்சிதமானது. 
குறிப்பு: 

[5-1 எனில்‌, 1(f 109 73. ஆனால்‌, 1-% என அமையின்‌, 
1(1' 1 5 1. இரு வகைகளிலும்‌, சமமாக இருக்க வேண்டிய அவசியமில்லை. 

f: EDR‘ என்பது E-ல்‌ வரம்புடையது ௯ 1(3) என்பது ன்‌ வரம்புடைய 


உட்கணம்‌. எனவே, பின்வருவன, தேற்றம்‌ 3.14-ன்‌ விளைவு ஆகும்‌. 
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3.15. தேற்றம்‌ 

X என்பது கச்சித யாப்பு வெளி. 4: ER தொடர்ச்சியான சார்பு எனில்‌, £(%) 
மூடிய மற்றும்‌ வரம்புடைய கணம்‌ ஆகும்‌. எனவே, 1 வரம்புடையது. 

இது தெற்றம்‌ 1.55-ல்‌ இருந்து நிரூபணமாகிறது. 

பின்வரும்‌ தேற்றம்‌, % கச்சித கணம்‌ எனில்‌, 1 என்ற தொடர்ச்சியான சார்பு 
supf(X), inf f(X) என்ற மதிப்புகளைப்‌ பெறுவதைக்‌ காட்டுகிறது. 
3.16. தேற்றம்‌ 

X என்ற கச்சிதமான யாப்பு (வெளியில்‌ வரையறுக்கப்பட்ட தொடர்ச்சியான 
மெய்சார்பு ரீ மற்றும்‌ M ௪ 5யற,ஃ4£(ற), m = மாற மீற) எனில்‌, ற, ஏ €X என்ற 
புள்ளிகள்‌ நற) - M மற்றும்‌ 1(ஏ) - ற எனக்‌ காணலாம்‌. 
நிறுவல்‌: 

என்பது கச்சிதமான யாப்பு வெளியில்‌ வரையறுக்கப்பட்ட மெய்மதிப்புடைய 

சார்பு என்பதால்‌, £(%) ஆனது மூடிய மற்றும்‌ வரம்புடைய மெய்யெண்களின்‌ 
கணமாக அமையும்‌. (தேற்றம்‌ 3.15). எனவே, 1 ஒரு வரம்புடைய சார்பு. 

மமலும்‌, 1(26) மூடிய கணம்‌ என்பதால்‌, £(%)-ன்‌ மீச்சிறு மேல்வரம்பு M மற்றும்‌ 
மீப்பெரு கீழ்வரம்பு 0 ஆகியவை £(3)-ன்‌ உறுப்புகளாக அமையும்‌. எனவே, &-ன்‌ 
ஏதேனும்‌ இரு புள்ளிகள்‌ ற, ஏ க்கு ரி) - M மற்றும்‌ £(ஏ) - ம, என இருக்கும்‌. 
குறிப்பு: 

(1) & கச்சிதமானது இல்லை எனில்‌, இத்தேற்றம்‌ உண்மையாகாது. 
f: (0, 1) SR’, f(x) =x என்று வரையறுக்கப்பட்ட சார்பு வரம்புடையது. 


௱ ௪ )M = 0. இந்த வரம்புகளை, (0, 1)-ன்‌ எந்தப்‌ புள்ளியிலும்‌, ரீ பெறாது. 
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(2) ற, ஏ€X என்ற புள்ளிகள்‌, அனைத்து %€26-க்கு 1(9) ௩ 720) 5 12) 
என அமையும்‌. அதாவது, ஒரு கச்சிதமான யாப்பு வெளி %-ல்‌ வரையறுக்கப்பட்ட, 
மிதாடர்ச்சியான மெய்சார்பு, 

அதன்‌ மீச்சிறு மேல்வரம்பு (0-ல்‌) மற்றும்‌ மீப்பெரு கீழ்வரம்பு (0-ல்‌! இவைகளை, 
28ல்‌ ஏதேனும்‌ புள்ளிகளில்‌ பெற்றிருக்கும்‌. 

3.17. எடுத்துக்காட்டுகள்‌ 

(அ £(*) = 1/(1+2), (-௦< * < ௦) எனில்‌, ரீ அதன்‌ மீப்பெரு மதிப்பைப்‌ 
பெற்றிருக்கும்‌. ஆனால்‌, மீச்சிறு மதிப்பைப்‌ பெற்றிருக்காது. ௬ ௪ 0 எனில்‌, 1(0) ௪ 1. 
3௪ (-00, ௦0), x # 0 எனில்‌, f(x) ₹1(0). 

ஆகையால்‌, % - 0-ல்‌ ர அதன்‌ மீப்பெரு மதிப்பைப்‌ பெற்றிருக்கும்‌. %-- 4௦௦ 
அல்லது % ௪ -௦௦ என்ற புள்ளிகளில்‌ மட்டுமே, 1(%) - 0. 

ஆக, 1 அதன்‌ மீச்சிறு மதிப்பை அடையாது. 

(ஆ (௦௦, ௦௦)-ல்‌ 100) - 030/1) என்க. 
இது ஓர்‌ ஒற்றை சார்பு. மேலும்‌, தொடர்ச்சியானது. 
20 எனில்‌, நற 10 1, 
X—>200 
<0 எனில்‌, ]ந 10-1. 
X—>00 
எனவே, R/-ல்‌ 100) வரம்புடைய சார்பு. 
1(20)-ன்‌ மீச்சிறு மேல்வரம்பு ௪ 1, மீப்பெரு கீழ்வரம்பு “--]. 


ஆனால்‌, ரபே) - 1, ரி) - -1 என அமையும்‌ எந்த புள்ளிகள்‌ 30), 20-ம்‌ 1-ல்‌ 


இல்லை. 
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3.18. நேற்றம்‌ 

X என்பது கச்சிதமான யாப்பு வெளி. Y ஆனது ஏதேனும்‌ ஒரு யாப்பு வெள்‌. 
1: XY என்பது தொடர்ச்சியான ஒன்றுக்கொன்றான மல்‌ சார்பு எனில்‌, Y-ல்‌ 
f “1 (f(x) - % (83) என வரையறுக்கப்பட்ட நேர்மாறு சார்பு [ 1: YX 
தொடர்ச்சியான மேல்‌ சார்பாகும்‌. 
நிறுவல்‌: 

தேற்றம்‌ 3.9.-ஐ 1-க்குப்‌ பதிலாக, £ க்குப்‌ பயன்படுத்த, 2-ல்‌ ஒவ்மவொரு 
திறந்த கணம்‌ V-க்க £ ்‌1-ன்‌ மநர்மாற்று பிம்பம்‌ (V) ஆனது ல்‌ திறந்த 
கணமாக அமையும்‌ என நிறுவினால்‌ போதுமானது. 
அவ்வாறு உள்ள கணத்தை V என்று எடுத்துக்‌ கொள்க. எனவே, V-ன்‌ நிரப்பு V' 
ஆனது &-ல்‌ மூடிய கணம்‌. கச்சிதமான கணங்களின்‌ மூடிய உட்கணங்ள்‌ 
கச்சிதமானவை (தேற்றம்‌ 1.55) என்பதால்‌, 7” கச்சித கணம்‌ ஆகிறது. 

மதற்றம்‌ 3.14-ன்‌ படி, (7) ஆனது Y-ன்‌ கச்சித உட்கணமாக அமையும்‌. 
யாப்பு வெளிகளில்‌, கச்சித உட்கணங்கள்‌ மூடியவை ($தற்றம்‌ 1.58) என்பதால்‌, 
£(V") ஆனது Y-ல்‌ மூடிய கணம்‌. 
1 ஒன்றுக்கொன்றான மல்‌ சார்பு என்பதால்‌, (17) = £(V). 
எனவே, 1(V) ஆனது Y-ல்‌ திறந்த கணம்‌. 
ஆகையால்‌, 7 ஆ மிதாடர்ச்சியானது. 


குறிப்பு: 

மமமலக்‌ கண்ட தேற்றத்தில்‌, % கச்சிதமானது என்பது மதவையானது. 
2 = [0, 1) என்ற பாதி திறந்த இடைவெளியை, R'-ன்‌ வழக்கமான யாப்புடன்‌ 
எடுத்துக்‌ கொள்க. ரீ என்ற சார்பு, 160 = ௪ 0 , * ௩ 1] என 


வரையறுக்கப்பட்டுள்ளது எனில்‌, 
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ரீ: [0, 1) அ 4(மமெய்ப்புனைத்‌ தளத்தில்‌ அலகு வட்டம்‌ |2| -- 1] என்பது ஒரு 
ஒன்றுக்கொன்றான தொடர்ச்சியான சார்பு. ஆனால்‌, 1 “1 ஆனது 1(0) என்ற 
புள்ளியில்‌ தொடர்ச்சியானது அல்ல. ஏனெனில்‌, % ௪ 1- (1/) எனில்‌, 11(6)) 
என்ற தொடர்வரிசை 1(0)-க்கு ஒருங்கும்‌. ஆனால்‌, 136) என்பது 4-ல்‌ ஒருங்காது. 


3.6. சீரான தொடர்ச்சி (Uniform Continuity) 
3.19. வரையறை 

2, Y என்பன யாப்பு வெளிகள்‌. 1: %-Y என்பது ஒரு சார்பு. அனைத்து 82 
0-ற்கு ஏற்ப 6 0 என்ற எண்‌, டா, 0) £ 6 என அமையும்‌ அனைத்துப்‌ 
புள்ளிகள்‌ ற, ஏ € க்கு (10), 1(0) ₹ 8 என இருக்குமானால்‌, %-ல்‌ ரீ சீரான 
தொடர்ச்சியானது என அழைக்கப்படும்‌. 6 ஆனது ற, ஏ ஐப்‌ பொறுத்ததல்ல. 


குறிப்பு 

1. ஒரு சார்பின்‌ தொடர்ச்சி என்பது ஒரு புள்ளியில்‌ அல்லது ஒரு கணத்தில்‌ 
அமையும்‌ பண்பு. ஆனால்‌, சீரான தொடர்ச்சி என்பது ஒரு கணத்தில்‌ மட்டுமே 
அமையும்‌ பண்பு. ஒரு புள்ளியிடத்துச்‌ சீரான தொடர்ச்சி என்பது பொருளற்றது. 

2. 4-ல்‌ 1 ஆனது தொடர்ச்சியான சார்பு என்க. வரை இலக்கணப்படி, %-ன்‌ 
ஐவ்மிவாரு புள்ளி -இடத்து 82: 0 என்றால்‌, 6, ற) ௩ 6 அ 109), f(p)) -5 
என்றவாறு 6(6) 2 0 இருக்குமானால்‌, 1 ஆனது ற-இடத்துத்‌ தொடர்ச்சியாய்‌ 
உள்ளது. இந்த 6 ஆனது, 8-ஐயும்‌ ற-ஐயும்‌ பொறுத்தது. ஆகையால்‌, ஒரு 
குறிப்பிட்ட 8 2 0-க்கு ஒத்த 6 2 0 ஆனது பலப்பல ற-க்கும்‌ ஒத்தது எனக்‌ கூற 
முடியாது. அப்படி எல்லா நக்கும்‌, அதே 62 0 ஒத்து வந்தால்‌, 1 ஆனது ல்‌ 
ஒரு சீரான தொடர்ச்சியுள்ளது ஆகும்‌. 


3. ஒவ்வொரு சீரான தொடர்ச்சியான சார்பும்‌ தொடர்ச்சியானது. 
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X-ல்‌ யாப்பு வெளி 2€-ல்‌ தொடர்ச்சி மற்றும்‌ சீரான தொடர்ச்சி இவைகளின்‌ 
வித்தியாசங்களை விளக்குவதற்குக்‌, கீழ்க்கண்ட மெய்மதிப்புடைய சார்புகளை எடுத்துக்‌ 
மிகாள்க. 

3.20. எடுத்துக்காட்டுகள்‌ 

1. X= (0, 1], f%) = 1/X%, x > 0 என்க. 

இச்சார்பு, 4-ல்‌ தொடர்ச்சியானது. ஆனால்‌, சீரான தொடர்ச்சியானது அல்ல. 
இதனை நிறுவ, 8 ஈ 10 என்க. வரையறையின்‌ கட்டுப்பாட்டை நிறைவேற்றும்‌ 6, 

0 <6 <1 உள்ளது என்க. ௬ ௪6, ற ஈ 6/11 எனில்‌, (டூ ற) =|xX-p<O 
மற்றும்‌ (120), 12)) - |f(%) -f(p)| - 11/8 - 1/6 = 10/6 > 10 

இந்த இரு புள்ளிகளுக்கும்‌, (120), £(ஒ)) > 10. 

இது, சீரான மிதாடர்ச்சிக்கு முரண்பாடு. 

2. X=(0, 1], f(x) =x, 215, 

இச்சார்பு, சீரான தொடர்ச்சியானது. 

(400) f(p)) = 800 - fp =k -p1=|(&- p+ று “ற 

[*-ற| ₹6 எனில்‌, [£(%) - 1)| ௫ 26. 

82 0 கொடுக்கப்பட்டுள்ளது எனில்‌, |% - ற| £ 6 என அமையும்‌ அனைத்து %, ஓ 
க்கு, 4) - fஒ)| ௩ 8 என அமைய 8 ஈ £/2 என எடுத்துக்‌ கொண்டால்‌ 
மபாதுமானது. 2-ல்‌ 1 சீரான தொடர்ச்சியானது. 

சீரான தொடர்ச்சி மற்றும்‌ கச்சித கணங்கள்‌ 

4 என்ற யாப்பு வெளியில்‌, $ சீரான தொடர்ச்சியானது எனில்‌, அது 
தொடர்ச்சியானது. % கச்சிதமானது எனில்‌, இதன்‌ மறுதலையும்‌ உண்மை. 
3.21. தேற்றம்‌ 

&. என்பது ஒரு கச்சிதமான யாப்பு வெளி. 2 ஒரு யாப்பு வெளி. 

1: ௮ ¥ என்ற சார்பு தொடர்ச்சியானது எனில்‌, X-ல்‌ ரீ சீரான தொடர்ச்சியானது. 
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நிறுவல்‌: 

82 0 கொடுக்கப்பட்டுள்ளது என்க. 
1' தொடர்ச்சியானது என்பதால்‌, 626 என்ற ஒவ்வொரு புள்ளிக்கும்‌ ஒத்த மிகை 
எண்‌ (9) ஆனது 9620 6, 0) £௫) அ ஷ்‌(80), 19) ௫6/2 ----- (1) 
என அமையும்‌. 
10) = {qeX: கூற, ம) < 0(7)/2} என வரையறுக்க. 
றக](ற) ஆதலால்‌, அனைத்து கணங்கள்‌ ](ற)-ன்‌ கூட்டம்‌, &-ன்‌ திறந்த உறை 
ஆகும்‌. 
X கச்சிதமானது என்பதால்‌, ந), ..., 9, €% என்ற முடிவுள்ள எண்ணிக்கையுள்ள 
புள்ளிகள்‌, (ஒட)... பரி.) என்றவாறு கிடைக்கும்‌. 
6-(1/2) min { ¢(P); -.. , 62)7 என்க. 
எனவே, 6 > 0. 
[இங்கு தான்‌, %-ன்‌ கச்சித பண்பு உதவுகிறது. முடிவுள்ள எண்ணிக்கையுள்ள மிகை 
எண்களின்‌ மீச்சிறு மதிப்பு மிகை. ஆனால்‌, முடிவிலா என்ணிக்கையுள்ள மிகை 
எண்களின்‌ மீப்பெரு கீழ்வரம்பு 0 ஆக அமையலாம்‌] 

26-ல்‌ ஏதேனும்‌ இரு புள்ளிகள்‌ ற, 0 , (1, 0) ₹6 என்க. 
XK Cc Ip... பு.) என்பதால்‌, 6], 1 MEN. 
எனவே, x(P, Pm) < (1/2)P(Pm) 
(1) = dy(f(p), f(pm)) < 8/2 
மேலும்‌, 0 Pn) 5 ௫, 0) + dx(p Pn) 


< 6 +(1/2)¢(pm) 5 (Pm) 
எனவே, சமன்பாடு (1)-ல்‌ இருந்து, 1௫), £(௫ங)) ₹ 8/2. ஆகையால்‌, 


dy(f(p), f(q)) 2 dy(f{p), £(Pm)) + 19), மறு) <€/2+ &/2 =. 
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எனவே, அனைத்து ற, 4 €%-க்கு, நற, 0) ௩ 6 அ வy(f(p), f(q)) < & என 
நிறுவப்பட்டது. ஆகவே, 4-ல்‌ 1 சீரான தொடர்ச்சியானது. 
3.22. மதற்றம்‌ 

% என்ற யாப்பு வெளியின்‌ ஓர்‌ உட்கணம்‌ A. Y என்பது ஒரு முழு யாப்பு 
மிவளி. ர: AY சீரான தொடர்ச்சியான சார்பு எனில்‌, f-ஐ F: XY என்ற 
சீரான தொடர்ச்சியான சார்புக்கு ஒர முறையில்‌ விரிவாக்கம்‌ செய்யலாம்‌. 
நிறுவல்‌: 

{பப்‌ என்பது கால்‌ ஒரு காஷி தொடர்வரிசை எனில்‌, Y-ல்‌ {1} காஷி 
தொடர்வரிசை ஆகும்‌. %€.& எனில்‌, ௪) ௪ 1(%) என வரையறுக்க. இப்போது, 
16% ஆனால்‌, ௨A என்க. 

A ஆனது %-ன்‌ அடர்‌ உட்கணம்‌ என்பதால்‌, ஆனது A-ன்‌ எல்லைப்புள்ளி. 


எனமவ. கல்‌ {4 என்ற தொடர்வரிசை [1 ௩ % ஆக இருக்கும்‌. 
11-25 


{ஏர ஆனது %-ல்‌ தொடர்வரிசையாதலால்‌, அது A-ல்‌ காஷி தொடர்வரிசை. 
எனவே, {1(%%) ஆனது Y-ல்‌ காஷி தொடர்வரிசை ஆகும்‌. 
Y முழு யாப்பு வெளி என்பதால்‌, நூரு நீடலே) இருக்கும்‌. 
no 
F(x) lim 1h) என வரையறுக்க. 
n—00 

இவ்வாறு வரையறுக்கப்பட்ட 1* ஆனது %-க்கு ஒருங்கும்‌ {,]-ஜஐச்‌ சார்ந்திருக்காது 
எனக்‌ காட்டுவோம்‌. 

{Yh} என்பது 3-2 என அமையும்‌ &“ன்‌ மற்றொரு தொடர்வரிசை என்க. 
எனவ, நே Yn) — 0. 
A-ல்‌ ரீ சீரான தொடர்ச்சியானது என்பதால்‌, A-ல்‌ தொடர்ச்சியானது. 


ஆகையால்‌, (1026), 1070) - 0. 
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> lim f(x) = lim 10h) 
எனவே, 116) ஆனது {%%]-ஐ சார்ந்திருக்காது. 
ஆகவே, F&%) நன்றாக வரையறுக்கப்பட்டுள்ளது. 
அனைத்து %€26-க்கு 1100) வரையறுக்கப்பட்டுள்ளதால்‌, F ஆனது ந1-ன்‌ 
விரிவாக்கம்‌ ஆகும்‌. 
இப்பொழுது, %-ல்‌ F சீரான தொடர்ச்சியானது என நிறுவுவோம்‌. 

82 0 பகொடுக்கப்பட்டுள்ளது என்க. 
இல்‌ ரீ சீரான தொடர்ச்சியானது என்பதால்‌, 6 0 என்ற எண்‌, அனைத்து %, 37 
€கக்கு dx(x, y) < 6/3 > dy(f(x), f(y)) < ௨/3 என அமையும்‌. 
a, bகX மற்றும்‌ (8, 0) ௩ 6/3 என்க. 


2€X ௮ கல்‌ {௮} என்ற தொடர்வரிசை [ந ஙே ௮ என அமையும்‌. 
1-5 
F-ன்‌ வரையறையின்‌ படி, 11% 1ல்‌“ 
11-5௦ 


எனவே, நு ௮) ௩ 6/3 மற்றும்‌ கே(1(8), F(௮)) ₹ 8/3 என இருக்கும்‌ 8_-ஐக்‌ 
காணலாம்‌. 
இதைப்போலவே, {b,]€A ஆனது, ஞூ, 6) ₹ 6/3 மற்றும்‌ 
dy(f(bm), F(b)) < ௨3 என அமையும்‌. 
இப்பொழுது, 
dx(am; bn) < dx(am 2) + dx(a, b) + dx(b, ba) 
<6/3+6/3+6/3=0. 
எனவே, 0(1(8), 1(ம,)) < 8/3. 
ஆகையால்‌, 


dy(F(a), F(b)) < d#(F(A}, £(am)) + (18), f(bn)) + dy(f(bn); F(D)) 
8/3 ௨3௨3-6 
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எனவே, (௨) < 6/3 > (ஐ, F(b)) <E. 
அ F: XY சீரான தொடர்ச்சியானது. 

F தனித்தன்மையானது என நிறுவுவோம்‌. 

F தனித்தது இல்லை எனில்‌, %-ல்‌ வரையறுக்கப்பட்ட என்ற மற்றொரு சார்பு, 
அனைத்து ௧ A-க்கு ௪1%) “ F(%) என இருக்கும்‌. 
மேலும்‌, 6-ல்‌ F சீரான தொடர்ச்சியானது. %€.& எனில்‌, 16) ஈ F(%) = f(0). 
XA என்க. {ஏ என்பது A-ல்‌ தொடர்வரிசை, 36 - % என்க. 


வரையறையின்‌ படி, 12) [ந லே): 
11-00 


0) ௬ மற்றும்‌ 17) தொடர்ச்சியானது அ 1௯௨ எனில்‌, 1*(6) F(X) 
ஆனால்‌, Fமே) - ரிக. அனைத்து 1-க்கு 6-2 அ 18-20) 
எனவே, அனைத்து %€&-க்கு F1(%) = F(X). 
தேற்றம்‌ பூர்த்தியாகிறது. 
3.7. தொடர்ச்சி மற்றும்‌ இணைப்புமை (Continuity and Connectivity) 

இங்கு, ஓர்‌ இணைந்த கணத்தின்‌ பிம்பம்‌ ஓர்‌ இணைந்த கணம்‌ என நிறுவுமவாம்‌. 
3.23. தேற்றம்‌ 

X மற்றும்‌ ஈ என்பன யாப்பு வெளிகள்‌. £ : $Y தொடர்ச்சியான சார்பு. ௧ 
என்பது “ன்‌ இணைந்த கணம்‌ எனில்‌, 1() ஓர்‌ இணைந்த கணம்‌. 
நிறுவல்‌: 

113) இணைந்த கணம்‌ இல்லை எனில்‌, 1() - AபB, A மற்றும்‌ $ என்பன 
Y-ன்‌ வெற்றற்ற பிரிக்கும்‌ உட்கணங்கள்‌. 
G=Enf!(A),H=Enf(B) என்க. 
எனவே, ௧ ௪ GH மற்றும்‌ 6, 14 என்பவை வெற்றற்றவை. 
Ac A என்பதால்‌, Gf A> Dc A. 
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மலும்‌, 111) - B மற்றும்‌ கடி வெற்று கணம்‌ என்பதால்‌, GH வெற்று 
கணம்‌. இதைப்பபாலே, 61 17-ம்‌ வெற்று கணம்‌. 

எனவே, (0, H ஆகியன பிரிக்கும்‌ கணங்கள்‌. 

£ இணைந்த கணம்‌ என்பதால்‌, இது தவறு. 

எனவே, £(£) ஓர்‌ இணைந்த கணம்‌. 


தேற்றம்‌ 3.23-ன்‌ கிளைத்ேற்றமாகப்‌ பின்வரும்‌ தேற்றம்‌ நிறுவப்படுகிறது. 


3,24. தேற்றம்‌ (இடைநிலை மதிப்புத்‌ தேற்றம்‌) (Mean Value Theorem) 
மூடிய இடைவெளி [8, ]-ல்‌ ரீ ஒரு தொடர்ச்சியான மெய்சார்பு f(a) < 1(b) 
மற்றும்‌ £(2) < ௨ < f(b) என அமையும்‌ ஓர்‌ எண்‌ எனில்‌, 36(8, b) என்ற புள்ளி 
1) = ௦ என்றவாறு இருக்கும்‌. 
நிறுவல்‌: 
[8, 6] ஆனது 8'-ன்‌ இணைந்த கணம்‌. எனவே, ர தொடர்ச்சியானது 
என்பதால்‌, 1([8, b]), 1-ன்‌ இணைந்த கணம்‌. (தேற்றம்‌ 3.23. 
எனவே, f(a) <c <f(b) > c ef(la, b]). 
*€(a, 0) என்ற புள்ளி 1(%) - ௦ என அமையும்‌. 


3.25. தேற்றம்‌ 

1 என்பது கச்சிதமான இணைந்த யாப்பு வெளி &-ல்‌ வரையறுக்கப்பட்ட 
தொடர்ச்சியான மெய்மதிப்புடைய சார்பு எனில்‌, 1 ஆனது அதன்‌ மீச்சிறு மற்றும்‌ 
மீப்பெரு மதிப்புகளுக்கிடையேயான அனைத்து மதிப்புகளையும்‌ பெற்றிருக்கும்‌. 
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நிறுவல்‌: 

&. என்ற கச்சிதமான இணைந்த யாப்பு வெளியில்‌ வரையறுக்கப்பட்ட 
தொடர்ச்சியான மெய்மதிப்புடைய சார்பு £-ன்‌ வீச்சு ஒற்றை புள்ளி அல்லது ஒரு 
மூடிய வரம்புடைய இடைவெளி என நிறுவுவோம்‌. 

: X5R' ஒரு தொடர்ச்சியான சார்பு. என்க. 
வகை (1): 1 ஒரு மாறிலி சார்பு என்க. 

எனவே, £-ன்‌ வீச்சு ஓர்‌ ஒற்றை புள்ளி. அனைத்து %€&-க்கு 1(20) - ௦ என்க. 
எனவே, £-ன்‌ மிப்பெரு மற்றும்‌ மீச்சிறு மதிப்புகள்‌ ௦ ஆகும்‌. 
வகை (11): 

1' மாறிலி சார்பு அல்ல என்க. 
எனவே, 1*ன்‌ வீச்சில்‌ ஒன்றுக்கு மேற்பட்ட புள்ளிகள்‌ இருக்கும்‌. 
2 இணைந்த கணம்‌ என்பதால்‌, 1(&) ஆனது R-ன்‌ இணைந்த கணமாக 
அமையும்‌. எனவே, R'-ல்‌ 126) ஒரு இடைவெளி. 

| X கச்சிதமானது என்பதால்‌, 1(%) ஆனது ஒரு மூடிய வரம்புடைய 

இடைவெளியாக R'-ல்‌ இருக்கும்‌. 
மமலும்‌., ர ஒரு கச்சிதமான யாப்பு வெளி மற்றும்‌ %-ல்‌ ரீ ஒரு தொடர்ச்சியான மெய்‌ 
மதிப்புடைய சார்பு என்பதால்‌, %-ன்‌ புள்ளிகளில்‌ 1-ஆனது மீப்பெரு மற்றும்‌ மீச்சிறு 
மதிப்புகளைப்‌ பெறும்‌. 
a,b என்பன 1(8) ௪ 11-41%) மற்றும்‌ £(0) - ஸம, ரிய என அமையும்‌, 
ன்‌ புள்ளிகள்‌ என்க. 
1(%) மூடிய , வரம்புடைய இடைவெளி என்பதால்‌, 1(26) ௪ [£(௨), 19]. 
எனமவ, ரன்‌ அனைத்து மதிப்புகளும்‌, அதன்‌ மீச்சிறு மற்றும்‌ மீப்பெரு 
மதிப்புகளுக்கிடையில்‌ அமையும்‌. 
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3.26. தேற்றம்‌ 

36 என்ற யாப்பு வெளி இணைந்ததாக அமையத்‌ தேவையான மற்றும்‌ போதுமான 
நிபந்தனையாவது: எந்த ஒரு தொடர்ச்சியான மேல்‌ சார்பு 1:% ௯ [0, 1]-ம்‌ 
இருக்காது என்பதாகும்‌... இங்கு, [0, 1] பிரிநிலை யாப்பு வெளியாகும்‌. 
நிறுவல்‌: 

1: X அ [0, 1] ஒரு தொடர்ச்சியான மல்‌ சார்பு என்க. 
[0, 1] என்பது பிரிநிலை யாப்பு வெளி என்பதால்‌, {0}, (1) என்பன திறந்த 
கணங்கள்‌. எனவே, A ௪ f1(0) மற்றும்‌ B = (1(1) என்பனவும்‌ %-ல்‌ திறந்த 
கணங்கள்‌. 
£ மேல்‌ சார்பு என்பதால்‌, A, B என்பன வெற்றற்றவை. மேலும்‌, AB ௪ ஓ, ALB 
= %. ஆகையால்‌, % ஆனது இரு வெற்றற்ற பொது உறுப்பற்ற கணங்களின்‌ 
சேர்ப்புக்‌ கணமாக அமைகிறது. எனவே, & (இணைந்த கணம்‌ அல்ல. 

மறுதலையாக, & இணைந்த கணம்‌ அல்ல என்க. 
எனவே, A, B என்ற பற்றற்ற, பொது உறுப்பற்ற கணங்கள்‌ %-ல்‌ &- AB என 
அமையும்‌. 
1: &-2[0, 1] என்ற சார்பை, 
10) = | 0,X€A எனில்‌, 

ட XB எனில்‌, என வரையறுப்பின்‌, 1 ஒரு மல்‌ சார்பு. 

மேலும்‌, £1(ஒ) = ட, FI((0) = A, FTG) -ந,17(01) = 2 
என்பதால்‌, ஒவ்வொரு திறந்த கணத்தின்‌ நேர்மாற்று பிம்பமும்‌ திறந்த கணமாக 
இருக்கிறது. 


ஆகையால்‌, £ ஒரு தொடர்ச்சியான மல்‌ சார்பு. 
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3.8. தொடர்ச்சியின்மைகள்‌ (Discontinuties) 
1 என்ற சார்பின்‌ வரையறை அரங்கத்தில்‌ உள்ள ஒரு புள்ளி %-ல்‌ £ 


மிதாடர்ச்சியாய்‌ இல்லை எனில்‌, £-ஐ % இடத்துத்‌ தொடர்ச்சியற்ற சார்பு என்போம்‌. 


3.27. வரையறை 

(8, 0) என்ற இடைவெளியில்‌ வரையறுக்கப்பட்ட சார்பு 1 என்க. ௮௩ ஏ <b என 
அமையும்‌ X என்ற புள்ளியை எடுத்துக்‌ கொள்க. X-க்கு ஒருங்கும்‌ (%, b)-ல்‌ உள்ள 
அனைத்து தொடர்வரிசை {1,-களுக்கு, ௩ ௯௦ எனில்‌, f(t) ஏ என 
இருக்குமானால்‌, அதை 1(%*1) - ஏ என எழுதுவோம்‌. 1(%*+) ஆனது 3-ல்‌ £-ன்‌ 
வலது பக்க எல்லை எனப்படும்‌. 

இதைப்போல்‌, & ௩ X 30 என அமையும்‌ ஒரு புள்ளி % என்க. 
க்கு ஒருங்கும்‌ (பூ )-ல்‌ உள்ள அனைத்து தொடர்வரிசை {1,} களுக்கு, 1-௦௦ 
எளில்‌, £(t,) ஏ என இருக்குமானால்‌, அதை £(%-) - ஏ என எழுதுவோம்‌. £(%-) 
ஆனது ல்‌ 1-ன்‌ இடப்பக்க எல்லை எனப்படும்‌. 

(a, b)-ல்‌ உள்ள ஏதேனும்‌ ஒரு புள்ளி %-க்கு, 11100ூ,1(1) இருக்கும்‌ அ ர) 
= f(x-) = lim; ,,1(1). 
3.28. வரையறை 

(8,0)-ல்‌ வரையறுக்கப்பட்ட சார்பு £ என்க. % என்ற புள்ளியில்‌ f£ 
தொடர்ச்சியில்லாமலும்‌, 1) மற்றும்‌ 16) இருக்கும்படியும்‌ அமையின்‌, ரீ ஆனது 
பால்‌ முதல்‌ வகை தொடர்ச்சியின்மையுடையது அல்லது ல்‌ ரீ ஆனது எளிய 
தொடர்ச்சியின்மையுடையது. £(%*), ரி) இவற்றில்‌ இரண்டுமே இல்லாவிடின்‌, £ 
ஆனது 4-ல்‌ இரண்டாம்‌ வகை தொடர்ச்சியின்மை கொண்டது என்றழைக்கப்படும்‌. 


சார்பு ஒன்று எளிய தொடர்ச்சியின்மை பெறுவதற்கு இரு வழிகள்‌ உள்ளன. 
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(1) 14) ௪708) அல்லது 
(i) 124) = f(x-) சர்ே, 
3.29. எடுத்துக்காட்டுகள்‌ 
(அ) 109 -| 1, ௬ விகிதமுறு எண்‌ எனில்‌, 
* விகிதமுறா எண்‌ எனில்‌ 
என்ற சார்பு அனைத்துப்‌ புள்ளிகளிலும்‌, இரண்டாம்‌ வகை தொடர்ச்சியின்மையைப்‌ 
பெற்றிருக்கும்‌. ஏனெனில்‌, £(%*+) மற்றும்‌ 1(%-) இருக்காது. 
(ஆ ரீ) - 3) ௬ விகிதமுறு எண்‌ எனில்‌, 
% விகிதழுறா எண்‌ எனில்‌ 
என்ற சார்பு % - 0-ல்‌ தொடர்ச்சியானது. ஆனால்‌, மற்ற புள்ளிகளில்‌ இரண்டாம்‌ 
வகை தொடர்ச்சியின்மையைப்‌ பெற்றிருக்கும்‌. 
(இ) f(x) = (42, -3<x<-2 
-X=2, -2<Xx<0 
x+2 03301 
என்ற சார்பு * - 0-ல்‌ எளிய தொடர்ச்சியின்மையையும்‌, (-3, 1)-ல்‌, 0 ஐத்‌ தவிர 
மற்ற புள்ளிகளில்‌ தொடர்ச்சியாகவும்‌ இருக்கும்‌. 
(ஈ) 160 = | xx, x#0 
bp x=0 
என்ற சார்பு % ௪ 0-ல்‌ எளிய தொடர்ச்சியின்மையைப்‌ பெற்றிருக்கும்‌. 
ஐ f(x) ௪12751149௫, x#0 
6 x= 
என்ற சார்பு % = 0-ல்‌ எளிய தொடர்ச்சியின்மையுடையது. % - 0 ஐத்‌ தவிர, 


மற்றெல்லாப்‌ புள்ளிகளிடத்து 1 ஆனது தொடர்ச்சியாயுள்ளது. 
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(om) f(x) =(sim(l/x), x#0 
\ 10 
என்ற சார்பு % - 0-ல்‌ இரண்டாம்‌ வகை நெதாடர்ச்சியின்மையுடையது. % - 0-ஐத்‌ 


தவிர மற்றெல்லாப்‌ புள்ளிகளிலும்‌ தொடர்ச்சியானது. 


3.9. ஓரியல்புச்‌ சார்புகள்‌ ( Monotonic Functions) 
3.30. வரையறை 

R'-ன்‌ உட்கணம்‌ 5-ல்‌ வரையறுக்கப்பட்ட மெய்மதிப்புடைய சார்பு ரீ என்க. 5-ன்‌ 
ஒவ்வொரு ஜோடி புள்ளிகள்‌ %, 3-க்கு ௬ அ 1(%) 213) என்றால்‌, 1 ஆனது 
ஏறும்‌ சார்பு (Increasing Function) எனப்படும்‌. 

ந <y > f(x) < f(y) என்றால்‌, ரஜத்‌ திட்டமாக (810117) ஏறும்‌ சார்பு 
என்மபாம்‌. 

$-ன்‌ ஒவ்மவொரு ஜோடி புள்ளிகள்‌ %, க்கு ௬X <y ௮ 1030) 2 f(y) என்றால்‌, 
1 ஆனது குறையும்‌ சார்பு (Decreasing Function) எனப்படும்‌. 

1 “9-2 100) 2 f(y) என்றால்‌, 1*ஐத்‌ திட்டமாக குறையும்‌ சார்பு என்போம்‌. 

1 ஆனது ஏறும்‌ சார்பாகவோ, இறங்கும்‌ சார்பாகவோ இருந்தால்‌, 1-ஐ ஒன்‌ 


மீதான ஓரியல்புச்‌ சார்பு என்போம்‌. 


குறிப்பு: 

1 ஒரு ஏறும்‌ சார்பு எனில்‌, -1 ஒரு குறையும்‌ சார்பு. 

கீழ்க்கண்டத்‌ மதற்றத்தில்‌, கச்சித இடைவெளிகளில்‌ ஓரியல்பாக உள்ள சார்புகள்‌, 
முடிவுள்ள வலப்பக்க மற்றும்‌ இடப்பக்க எல்லைகளைப்‌ பெற்றிருக்கும்‌ என 


நிறுவுவோம்‌. 
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3.31. தேற்றம்‌ 
£ என்ற சார்பு [க ]-ல்‌ ஓரியல்பு ஏறும்‌ சார்பு எனில்‌, அனைத்து ௦€(8, 0)- 
த்கு £(எ*+) மற்றும்‌ 1(0-) இவையிரண்டும்‌ இருக்கும்‌. மேலும்‌, f(c-) < f(c) < f(c+). 
நிறுவல்‌: 
A= {f(x):a<x<c} என்க. 
£ ஏறும்‌ சார்பு என்பதால்‌, A மேல்‌ வரம்புடையது. அதன்‌ நமல்‌ வரம்பு 1(௦). 
௦ = Sயற A என்க. எனவே, 01 1(C) 
1(௦-) இருக்கிறது மற்றும்‌ 1(௦-) ௪ ௦: எனவும்‌ நிறுவுவோம்‌. 
£ 20 என்க. 
0 = Sயற A > கல்‌ (1) எனும்‌ உறுப்பு, 0: - 8 ௩ 1(%1) 5 ௦ என அமையும்‌. 
0 0-0) என்க. 
எனவே, % ஆனது 6.-6 ₹%₹0 என அமையும்‌ எனில்‌, 
f(x) > 106) (1 ஏறும்‌ சார்பு 
ஆகலே, 100 - a| = a - f(x) ₹6-100) 16 
ஆகையால்‌, 1(-) - 0. 
இதைப்போல்‌, %€(6, ), f(x) > (௦0. 
எனவே, B = (ரி00:%6(0,1)) என்ற கணம்‌ கீழ்வரம்புடையது. 
ந ௪ றீ B என்க. 1(௦4) இருக்கிறது. 1(௦-) - நீ என நிறுவுவோம்‌. 
£ 0 கொடுக்கப்பட்டுள்ளது என்க. 
B+ E> B= inf f(x) > x2€(c, b) என்பது ரீமே) {+E என அமையும்‌. 
0 =X - என்க. 
எனவே, % ஆனது ௦ ₹3₹௦7 6-ஐ நிறைவேற்றுமானால்‌, 1(%) < £(Xஃ) 
ஆகையால்‌, 009 - |= f(x) - B< f(x) - B<eE > fcr) = B. 
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குறிப்பு 
1 குறையும்‌ சார்பு எனில்‌, இதே போன்று ஒரு தேற்றத்தை நிறுவலாம்‌. 
3.32. கிளைத்தேற்றம்‌ 
(4, 6)-ல்‌ 1 ஒரு ஏறும்‌ சார்பு எனில்‌, அனைத்து ௦௧ (8, )-க்கு 
1(0-) = sUP,e(act() < f(c) < infiea,of(X) = f(c+). 
மலும்‌, ௮௩x <y <b எனில்‌, 164) 2 f(y-). 
3.33. தேற்றம்‌ 
R'-ன்‌ ஒரு கணம்‌ 8-ல்‌ திட்டமாக ஏறும்‌ சார்பு ரீ எனில்‌, 1”! இருக்கும்‌ மற்றும்‌ 
1(3)-ல்‌ திட்டமாக ஏறும்‌ சார்பாக அமையும்‌. 
நிறுவல்‌: 
1 திட்டமாக ஏறும்‌ சார்பு என்பதால்‌, 5-ல்‌ அது ஒன்றுக்கொன்றான சார்பாக 
இருக்கும்‌. எனவே, * ய இருக்கும்‌. 
41 ௩2 என்பன 1(5)-ன்‌ இரு புள்ளிகள்‌ என்க, 
x1 f(y1), x= f(y») என்க. 30 239 > Yi 275. இது தவறு. 


எனவே, %) £௨. ஆகையால்‌, 7 1-ம்‌ ஒரு திட்டமாக ஏறும்‌ சார்பு. 


மதற்றம்‌ 3.33 உடன்‌ தேற்றம்‌ 3.18 இணைக்க, கீழ்க்கண்டத்‌ தேற்றம்‌ கிடைக்கும்‌. 
3.34. தேற்றம்‌ 

[8, 0] என்ற கச்சித இடைவெளியில்‌ 4 பிதொடர்ச்சியானதாகவும்‌, திட்டமாக ஏறும்‌ 
சார்பாகவும்‌ இருப்பின்‌, 18), 10)] என்ற இடைவெளியில்‌, 4”! 


மதொடர்ச்சியானதாகவும்‌ திட்டமாக ஏறும்‌ சார்பாகவும்‌ இருக்கும்‌. 
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3.35. நேற்றம்‌ 
[a, b]-ல்‌ வரையறுக்கப்பட்ட ஏறும்‌ சார்பு £ என்க. 260, 36), ..., 8 என்பன 


8-3 90 82 5... “06 0 என அமையும்‌ (௩71) புள்ளிகள்‌ எனில்‌, 
n-1 | 
2, (oat) ~ fs) < 10) ஆகும்‌ 


நிறுவல்‌: 
VE (Xk; Xk+1) என்க. 
l<k<n-l-is f(x) < f(y), (V1) 2108) 
எனவே, £(%*) - f(x) < f(y) — f(y); 8-1, 2... n-1 


இவைகளைக்‌ கூட்ட, 

-1 -1 

WoO fa) 2 Of) 
k=1 k=1 


ஸு (37.1) -நீ30) 
ஆனால்‌, 4(உடி- £(¥o) & f(b) - f(a). 


எனமவ, ன கேர்‌) பு £(Xk-) < 16) ஞ்‌ f(a). 


3.36. நேற்றம்‌ 

(8, 0)-ல்‌ மீ ஏறும்‌ சார்பு எனில்‌, (4, ஒ)-ல்‌ ரன்‌ தொடர்ச்சியின்மை புள்ளிகள்‌ 
அதிகபட்சமாக எண்ணிடத்தக்கது. 
நிறுவல்‌: 

£ ஏறும்‌ சார்பு என்க. 4-ன்‌ தொடர்ச்சியின்மைப்‌ புள்ளிகளின்‌ கணம்‌ ஆ என்க. 
13-ன்‌ அனைத்துப்புள்ளி %-க்கு, 1(%) என்ற விகிதமுறு எண்ணை, 
1(2-) < r(x) < f(x+) என இணைக்கவும்‌. 
8) “32 100) < f(Xz-) 


எ 05 262 எனில்‌, 1(2%1) F r(X2). 
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எனவே, கணம்‌ ஆக்கும்‌, விகிதமுறு எண்களின்‌ கணத்தின்‌ உட்கணம்‌ 
இவைகளுக்கிடையே ஒன்றுக்கொன்றான ஒத்தியைபு உள்ளது. 
விகிதமுறு எண்களின்‌ கணம்‌ அதிகபட்ச எண்ணத்தக்கது என்பதால்‌, ]3-ம்‌ 
எண்ணத்தக்கது. 
3.10. முடிவிலா எல்லை மற்றும்‌ கந்தழியில்‌ எல்லைகள்‌ 
3.37. வரையறை 
என்ற ஏதேனும்‌ ஒரு மெய்யெண்ணிற்கு, % 5 6 என அமையும்‌ அனைத்து 
மெய்யெண்கள்‌ %-ன்‌ கணம்‌ 4௦-ன்‌ அண்மை எனப்படும்‌. அது (௦, 1௦௦) என 
எழுதப்படும்‌. இதைப்போலவே, (-௦௦, 6) என்பது -௦௦-ன்‌ அண்மை ஆகும்‌. 
3.38. வரையறை 
1-ல்‌ வரையறுக்கப்பட்ட மெய்சார்பு ரீ என்க. A, % என்பன விரிவாக்கப்பட்ட 
மெய்யெண்‌ அமைப்பில்‌ உள்ள எண்கள்‌. A-ன்‌ ஒவ்வொரு அண்மை -ற்கு ஏற்ப, 
ஏன்‌ ஓர்‌ அண்மை V ஆனது VE வெற்றற்றதாகவும்‌, அனைத்து teVOE 
(2X)-க்கு ரி) ஆக அமையும்‌ எனில்‌, 1-5% எனில்‌, £(1) 4 என்போம்‌. 
இந்த வரையறையிலிருந்து, கீழ்க்கண்டத்‌ தேற்றம்‌ பெறப்படும்‌. 
3.39. தேற்றம்‌ 
£-ல்‌ வரையறுக்கப்பட்ட சார்புகள்‌ 1, த என்க. 1% எனில்‌, 1(1).4, ஐமீ 
ஆகும்‌. (அ 10-,க- க-து 
(அ) (ஐ0- க 
(இ) (யுக 
ஈ) (1 ஓ)(1) அ கு 
இங்கு, (அ), (இ), (ஈ)-ன்‌ வலப்புற உறுப்புகள்‌ இருக்கின்றன எனக்‌ கொள்க. 


மேலும்‌, ௦௦-௦௦, 0.௦, ௦௦/௦௦, A/0 என்பன வரையறுக்கப்படவில்லை. 
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3.11. பயிற்சி வினாக்கள்‌ 


1. X, Y என்பன யாப்புவெளிகள்‌, 1: %-5% என்பது தொடர்ச்சியானதாக 
அமையத்‌ தேவையான மற்றும்‌ போதுமான நிபந்தனை: %-ன்‌ அனைத்து கச்சித 
உட்கணங்களில்‌ 1 தொடர்ச்சியாக அமைதலாகும்‌. 

2. X என்ற யாப்புவெளியில்‌ ஒரு சார்பு சீரான தொடர்ச்சியானது எனில்‌, 5-ல்‌ அது 
தொடர்ச்சியானது என நிறுவுக. 

3. X, Y என்பன யாப்புவெளிகள்‌, ர: XY ஆனது சீரான தொடர்ச்சியானது. 
(ப ஆனது “ல்‌ ஒரு காஷி தொடர்வரிசை எனில்‌, (ரமே) ஆனது 3-ல்‌ 
காஷி நொடர்வரிசை என நிறுவுக. 

4. X, Y என்பன யாப்புவெளிகள்‌, 1: XY தொடர்ச்சியானது எனில்‌, அனைத்து 
EcX-ig, f( E)c f(E) என நிறுவுக. 

5. ECR* என்ற வரம்புடைய கணத்தில்‌, மெய்‌ மதிப்புடைய சீரான தொடர்ச்சியான 
சார்பு ர ஆனது 13-ல்‌ வரம்புடையது என நிறுவுக. 1$ வரம்புடையது அல்ல எனில்‌, 
மமலேக்‌ கண்ட முடிவு, உண்மையானதல்ல எனவும்‌ காட்டுக. 

6. ஒர்‌ சீரான தொடர்ச்சியான சார்பின்‌, சீரான தொடர்ச்சியான சார்பு, சீரான 
மிதாடர்ச்சியானது என நிறுவுக. 

7. 1-ல்‌ வரையறுக்கப்பட்ட,  மெய்மதிப்புடைய மாறிலி சார்பாக அல்லாத 


மிதாடர்ச்சியான சார்பின்‌ வீச்சு எண்ணிடமுடியாதது எனக்‌ காட்டுக. 
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8. A={(x,y):x ty =1} என்பது R2-ன்‌ இணந்த கணம்‌ என நிறுவுக. 


9. & என்பது ஒரு இணைந்த யாப்புவெளி, ஈ ஏதேனும்‌ ஒரு யாப்புவெளி. 
1: &-2 ஒரு தொடர்ச்சியான சார்பு எனில்‌, 1(%) ஆனது Y-ன்‌ இணைந்த 


கணம்‌ என நிறுவுக. 


10. ஒரு காச்சிதமான இணைந்த யாப்புவெளியில்‌ வரையறுக்கப்பட்ட 
தொடர்ச்சியான மெய்மதிப்புடைய சார்பின்‌ வீச்சு, ஒரு தனிப்‌ புள்ளி அல்லது மூடிய 


வரம்புடைய இடைவெளியாக அமையும்‌ என நிறுவக. 


11. %, Y என்பன யாப்புவெளிகள்‌, 1: 4 தொடர்ச்சியானதாக அமையின்‌, 1 


ஒரு மூடிய சார்பு எனக்‌ காட்டுக. 


12. ஒரு கச்சித கணத்தின்‌ தொடர்ச்சியான பிம்பம்‌ கச்சிதமானது எனக்‌ காட்டுக. 


13% %3%%%%%%%%3%%%3% 


அத்தியாயம்‌ 4 
வகையிடல்‌ 


(Differentiation) 


ஒரு மாறி சார்பின்‌ வகைக்கெழு ஆனது வகையிடல்‌ என்ற சிறப்பு எல்லை 
செய்முறையைப்‌ பற்றியது. இந்த அத்தியாயத்திலே, நாம்‌ மெய்‌ மாறிகளின்‌ 
மெய்மதிப்புச்‌ சார்புகளின்‌ வகையீடு என்பதையும்‌ அதன்‌ இயற்கணித 
அமைப்புகளையும்‌ பற்றி படிப்போம்‌. மேலும்‌, ஒரு போக்கு சார்புகளுடன்‌ மிக 
நெருங்கிய தொடர்புடைய வரம்புறு மாறல்‌ சார்புகளை பற்றியும்‌ காண்போம்‌. 
4.1. மெய்மதிப்புச்‌ சார்பின்‌ வகைக்கெழு 
4.1. வரையறை 

[8, b] என்ற இடைவெளியில்‌ வரையறுக்கப்பட்ட மெய்மதிப்புச்‌ சார்பு 1 என்க. 


xe[a, b]-க்கு ஓ(₹) = ட (a<t<b,t# x) என்க. 


1-3% 


பளத்த பந்த TT (1) 
12% 


என வரையறுக்க. (இந்த எல்லை இருக்க மவண்டும்‌) 

£ என்ற சார்புடன்‌, (1) என்ற எல்லை இருக்கக்‌ கூடியப்‌ புள்ளிகள்‌ %-ன்‌ 
கணத்தை அரங்கமாகக்‌ கொண்ட 4” -ஐ இணைக்கலாம்‌. 1” ஆனது 1-ன்‌ 
வகைக்கெழு (derivative) எனப்படும்‌. 

ஏல்‌ 1” வரையறுக்கப்படுமானால்‌, 1 ஆனது X-ல்‌ வகைமையுறு சார்பு அல்லது 
வகைக்கெழுக்‌ காணத்தக்கச்‌ சார்பு (ifferentiable function) என்றழைக்கப்படும்‌. 

Ec[a, b] என்ற கணத்தின்‌ அனைத்துப்‌ புள்ளிகளிலும்‌ நத 


வரையறுக்குப்படுமானால்‌, 1-ல்‌ ரீ வகைமையுறு சார்பு என்போம்‌. 
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im 10-19 -க்கு இடக்கை வகைக்கெழு (left derivative) என்றும்‌, 
௩ 1-3, 

lim 09-42) -க்கு வலக்கை வகைக்கெழு (ரiஓht derivative) என்றும்‌ பெயர்‌. 
t— Xr 1-3 


1 ஆனது (8, 0) என்ற துண்டில்‌, (56ஜாூற!) வரையறுக்கப்பட்டுள்ளதென்க. 


8௨% எனில்‌, £0) பூ 109-109 வரையறுக்கப்படும்‌. 
{yw * 


வகைக்கெழுக்கள்‌ மற்றும்‌ தொடர்ச்சி 
4.2. தேற்றம்‌ 
[&, b] என்ற இடைவெளியில்‌, ரீ வரையறுக்கப்பட்டுள்ளது என்க. %€[8, 0]-ல்‌ 1 
வகைக்கெழுக்‌ காணத்தக்கது எனில்‌, 1 ஆனது 3-ல்‌ தொடர்ச்சியானது. 
நிறுவல்‌: 
1 என்பது X-ல்‌ வகைக்கெழு காணத்தக்கது என்க. 


எனவ, 1'(%) = 13% விட்ட 0] உணர 
12௩ 1-3 


f= ட x) 





t- Xx 
f(t) - f(x 
lim 0-f&)* lim டட. lim (t-%) 
(-2% (23% 1-% tx 
- .0-0 
[im 10 ௪ £(). ஆகவே, ரீ ஆனது 3-ல்‌ தொடர்ச்சியானது. 


tD>Xx 


குறிப்பு: இந்த தேற்றத்தின்‌ மறுதலை உண்மையாகாது. ஒரு சார்பு ஒரு புள்ளியில்‌ 
மதாடர்ச்சியானது எனில்‌, அது அப்பள்ளியில்‌ வகையிடக்கூடியதாக இருக்க 


வேண்டியதில்லை. 
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எடுத்துக்காட்டாக, 7(%) [3], XகER' என்ற சார்பு % 0-ல்‌ தொடர்ச்சியானது. 


ஆனால்‌, %- 0-ல்‌ வகைக்கெழுக்‌ காணத்தக்கதல்ல. 


4.2. வகைக்கெழுக்களின்‌ இயற்கணிதம்‌ 


4.3. தேற்றம்‌ 
£ ஐ என்ற சார்புகள்‌ [2, b]-ல்‌ வரையறுக்கப்பட்டுள்ளன என்றும்‌, %€ [a, 0] 


என்ற புள்ளியில்‌ வகைக்கெழுக்‌ காணத்தக்கன எனவும்‌ கொண்டால்‌, 1 * ஐ, fg 
மற்றும்‌ மத என்பன %-ல்‌ வகைக்கெழுக்‌ காணத்தக்கன. மேலும்‌, 

அ (லு (ஓ 

(ஆ) பீஜ 9 ஈ £08) * 10) 200 

(இ மீற [0 809 - 209) 109]/209, இங்கு, ௨0), * 0. 
நிறுவல்‌: 
1, ஐ என்பன 3-ல்‌ வகைக்கெழுக்‌ காணத்தக்கன. 


£0) 1im 80-10) (t # X) 


{Dx 1-% 
2 நற 2) - த00) 
tD>x t-Xx 
(அ (ஜூ) ௪ நற (+9) - 20) 
12 1 -% 
.. ம0௫-தட௫)-009-த0)) 
ந்‌ தைக கத க ண ளை 
12% t= Xx 


_... f0- 020-8) 
11: TT |: இரத ளு 
(25% 1-% 22% 1-3% 

= மியேரத'0) 
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(அ) £ ஆனது 3-ல்‌ வகைக்கெழுக்‌ காணத்தக்கது என்பதால்‌, 3-ல்‌ ரீ 
மிதாடர்ச்சியானது. ஆகவே, 1;௱ 10 100) 
2 


h = 1.2 என்க... 


மு -6ி - 20-20 

1(1)2(1) - 102(2) 

(121) -11)த00) + 1020) - f(x)g(x) 
- 1(Dle() - g(x)] + த00)1(0) - 100] 


|! 





nO) ௩. 20: 20-80 , ஓ, 109-100 

t- x 1-X 

h(t) -h - 
ந 19... ந 10 ந பம்பு 
12% 1 - XxX [2 25௩ t-X 

சி ட 100-109 
12% 1 - x 

h(x) ~ ig) 1020 
(260) = 100200) + f(g). 


(இ) ௨ ஆனது 2-ல்‌ வகைக்கெழுக்‌ காணத்தக்கது என்பதால்‌, %-ல்‌ த 
மதொடர்ச்சியானது. நர 80 - ஐ) 
t» x 


h ௪ £/ஓ என்க. 
h(t) - h(x) 


(/ஐ0- (200) 
= 1(0)/2(0) - f(x)/g(x) 
_ 7()த00)-7(0)த(0) 
2(1)500) 
_ We) - (xg) + ர00)2(20) - 100 2(0 
ஐ(1)2(20) 
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hO-h() _ 1 [ 0-9 20 | 
t-X g(t)g(X) 1-3 1-3 
[௯ % எனில்‌, 
இ 1 ட்‌ ந ட்‌ ழந ட்‌ 
200) im 8 ) tx t- tx t-x 


ளி 
(200 ௪ -—— [209 19 - 2019] 
[201] 
4.4. எடுத்துக்காட்டுகள்‌ 
(அ) ஒரு மாறிலி சார்பின்‌ வகைக்கெழு பூஜ்யம்‌. 
1 ஒரு மாறிலி சார்பு எனில்‌, 12) --6, 121. 
f(t) - fi 2 
ன அப 0 
tDx 1-3 ந அத்தி 
(ஆ) £ என்ற சார்பு 100) -% என வரையறுக்கப்பட்டுள்ளதெனின்‌, f'(x)= 1. 
f(t) - 1(X 5 
1(%)* [im ப lim =] 
tox t-x tox 
(இ) (அ) மற்றும்‌ (ஆ) இவைகளைத்‌ தொடர்ந்து பயன்படுத்த, %” வகைக்மகெழு 








காணத்தக்கது. அதன்‌ வகைக்கழு 102, ௩ ஏதேனும்‌ ஒரு முழுஎண்‌. 
௬) எந்த ஒரு பல்லுறுப்புக்‌ கோவையும்‌ வகைக்மகெழுக்‌ காணத்தக்கது. 
இதைப்‌ போலலே, எந்த ஒரு விகிதமுறு சார்பும்‌ (வகுதி பூஜ்யம்‌ ஆகும்‌ 


புள்ளிகளைத்‌ தவிர) வகைக்கெழுக்‌ காணத்தக்கது. 


பமெய்யெண்‌ பகுப்பியல்‌ 1 


சங்கிலி விதி (Chain Rule) 
4.5. தேற்றம்‌ 
1 ஆனது [&, 6]-ல்‌ தொடர்ச்சியானது. %€[&, b]-ல்‌ ரீ '%) இருக்கிறது. £-ன்‌ 
வீச்சைக்‌ கொண்ட இடைவெளி 1-ல்‌ ஐ வரையறுக்கப்பட்டதாகவும்‌, 1(%) என்ற 
புள்ளியில்‌ வகைக்கெழுக்‌ காணத்தக்கதாகவும்‌ அமைகிறது. ௩(₹) - ௨(1()), 
(௨௩130) எனில்‌, ௬-ல்‌ 11) வகைக்கெழுக்‌ காணத்தக்கது மற்றும்‌ 
6) - g'(1()) 108. 
நிறுவல்‌: 
€[8, 0] என்ற புள்ளியில்‌ ரீ வகைக்கெழுக்‌ காணத்தக்கது. வகைக்கெழுவின்‌ 
வரையறையின்‌ படி, £() - £(X) ஈ (t - x) [f '(x) + u(t)], 12[8, 0]. 
மேலும்‌, 1-5% எனில்‌, ய() 0. 
ர ஈ 1(%) என்க. 37 - 1(%)-ல்‌ ஐ வகைக்கெழுக்‌ காணத்தக்கது. 
20) - 29) * (s - y)(e’(y) + v(S)], 861. 
5௯ எனில்‌, (5) 0. 5 ஈ £() என்க. 
எனவே, (0) - பே) ௪ ஜ(£(0)) - ஓ(£(%)) 
- 8(5)- gly) 
= (5-y)[g0) + v6] 
00-19) [20 + v(S)] 
(t- x) [£"(%) + u(y] [e'(y) + v(S)] 


| 


t 4 % எனில்‌, 
h(t) - h(x) _ 


(-% 


16) + u(l)] [g'(y) + v(s)] 


| 


(20) + v(s)] (09) + u(!)] 


2-ல்‌ 1 தொடர்ச்சியானது என்பதால்‌, 1% 100 f(x) =y 


எனவே, ௯% எனில்‌, (20) - ஓ'()) 8%) ஈ ஓ'(£(%)) 1109. 
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4,6. எடுத்துக்காட்டுகள்‌ 


(அ என்ற சார்பு, 
f(x) = 1 sin(l/x), x #0 
0, x=0 


என வரையறுக்கப்பட்டுள்ளது எனக. 
(1) x #0 
தேற்றம்‌ 4.3 மற்றும்‌ 4.5 பயன்படுத்த, 1 '%)௪5in (1/%) - (1/2) cos(1/x), 
x#0 
(1) = 0 என்க. 
1/% வரையறுக்கப்படாததால்‌, வரையறையை நேரடியாகப்‌ பயன்படுத்த, 


1(t) - £(0) _ tsin(l/t) _ .. 
பறி அவத வ்‌ sin(1/t) 


50 எனில்‌, இது எந்த எல்லைக்கும்‌ அணுகாது. எனவே, £ '(0) இருக்காது. 


(அ) 1 என்ற சார்பு, 
f(x) = ரன்‌ 310 
0, x=0 


என வரையறுக்கப்பட்டுள்ளது எனக. 
மலே உள்ளது போலவே, 


f'(x) = 2x sin(1/x) — cos(l/x), x#0 


1 = 0 எனில்‌, 
£( - 10) - © a = |tsin(l/] <|t|, (௪0) 
1 - 











(௯0 எனில்‌, £ '(0) ௪ 0. 
எனவே, அனைத்துப்‌ புள்ளி %-லும்‌ ரீ வகைக்கெழுக்‌ காணத்தக்கது. 
ஆனால்‌, £'(X) = 2x sin(1/x) — cos(1/%), (x # 0)- ல்‌ ௦5(1/X) ஆனது, 


எந்த எல்லைக்கும்‌ அணுகாது என்பதால்‌, 1 ' தொடர்ச்சியானதல்ல. 
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4.3. இடைமதிப்புத்‌ தேற்றங்கள்‌ 
4.7. வரையறை 

X என்ற யாப்பு வெளியில்‌ வரையறுக்கப்பட்ட மெய்சார்பு 1 என்க. றக என்க. 
82 0 என்ற எண்‌, 0, ஏ) £6 என அமையும்‌ அனைத்து 0€&-க்கு 1(0) 4 
1) என இருக்குமானால்‌, றக X-ல்‌ ரீ இடம்‌ சார்ந்த பெருமம்‌ (1௦௮! 102107) 
பெற்றிருக்கிறது என்போம்‌. 

இதைப்போலவே, 6 > 0 என்ற எண்‌, 0, ஏ) £ 6 என அமையும்‌ அனைத்து 
ஏ£X-க்கு 1(0) 2 ரி௫) என இருக்குமானால்‌, றக %-ல்‌ ர இடம்‌ சார்ந்த சிறுமம்‌ 
(local minimum) பெற்றிருக்கிறது என்போம்‌. 

கீழ்க்கண்டத்‌ தேற்றம்‌, பூஜ்ய வகைக்கெழுக்களுக்கும்‌ இடம்‌ சார்ந்த பெருமத்திற்கும்‌ 
இடையேயான தொடர்பைக்‌ கூறுகிறது. 
4.8. மதற்றம்‌ 

[3, b]-ல்‌ வரையறுக்கப்பட்ட சார்பு £ என்க. *€(&, )-ல்‌ இடம்‌ சார்ந்த 
பெருமத்தைப்‌ பெற்றிருக்கும்‌ போது 1'(3) இருக்கிறது எனில்‌, 1 '(%) - 0. 
நிறுவல்‌: 

Xக(a, b)-ல்‌ ர இடம்‌ சார்ந்த பெருமத்தைப்‌ பெற்றிருக்கிறது. 

வரையறை 4.7-ன்‌ படி, 62 0 என்ற எண்‌, &₹3%-6 £3% 116 “0 எனத்‌ 
நீதர்ந்தெடுக்கப்படுகிறது. 

%-6 51 1 எனில்‌, 10-19) ௨20 

(-% 
1-?% எனில்‌, 1020 


20 51 “96 எனில்‌, படட ட்ப < 0. 


tx எனில்‌, ந) <0. ணி 10-௪0, 
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நட்பு 
இதன்‌ மறுதலை உண்மையல்ல. 1 '(%) - 0 எனில்‌, ல்‌ 1*ன்‌ இடம்‌ சார்ந்த 
ரிபரமம்‌ அமையத்‌ தேவையில்லை. 
எடுத்துக்காட்டாக, % - 0-ல்‌ 1(%) - 0” என்ற சார்பை எடுத்துக்‌ கொள்க. 
[(0) = 0. R'-ல்‌ திட்டமாக ஏறும்‌ சார்பு என்பதால்‌, ல்‌ 1 ஆனது இடம்‌ சார்ந்த 
பெரும்‌ பெற்றிருக்காது. 


பொதுப்படையான இடைமதிப்பு தேற்றம்‌ 
4.9. தேற்றம்‌ 

£, ஐ என்பன [உ b]-ல்‌ தொடர்ச்சியான மெய்‌ சார்புகள்‌ மற்றும்‌ (8, 0)-ல்‌ 
வகைக்கெழு காணத்தக்கன எனில்‌, (8, 9) என்ற புள்ளியிடத்து 
மீடு) - லச = [த௫) - த(ஜு]ரீ 009) ஆகும்‌. (முணைப்புள்ளிகளில்‌ 
வகைக்பகெழு அமையத்‌ தவையில்லை) 
நிறுவல்‌: 

h(t) = [f(b) — f{a)]g டூ - [த௫ு) - g(Alf |, ௧ 212 6 என்க. 
[8, 0]-ல்‌ 1) தொடர்ச்சியானது. (8, 0)-ல்‌ 11 வகைக்கெழுக்‌ காணத்தக்கது. 
மேலும்‌, (9) = 1) ஐ(ல) - ஐ06)1(8) = (0). 
கற்றத்தை நிறுவ, ஏதேனும்‌ %௪(8, )-க்கு 1406) - 0 எனக்‌ காண்பித்தால்‌ 
போதுமானது. 

h மாறிலி எனில்‌, அனைத்து %€ (8, 6)-க்கு 116) - 0. 
(€(8, b)-க்கு h(t) > h(a) என்க. 
[2, 0]-ல்‌ h மீப்பெரு மதிப்பை அடையும்‌ புள்ளி % €[8, 6] என்க. 
h(a) = h(b) = xe(a, b) 

1100-0 ( தேற்றம்‌ 4.8) 
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இதைப்போல்‌, 1€(8, )-க்கு (1) ௫ h(a) என்க. 
3௪[8, b] என்பது 1) மீச்சிறு மதிப்பை அடையும்‌ புள்ளி என்க. 
h(a) = h(b) > xe(a, b) > h(x) = 0. 


4.10. இடைமதிப்புத்‌ தேற்றம்‌ 

[8, b]-ல்‌ வரையறுக்கப்பட்ட ரீ என்ற சார்பு [8, b]-ல்‌ தொடர்ச்சியானதாகவும்‌, 
(8, )-ல்‌ வகைகெழுக்‌ காணத்தக்கதாகவும்‌ இருப்பின்‌, ௬€ (2, b) என்ற ஒரு புள்ளி, 
f(b) - f(a) = (b— a) f(x) என்றவாறு தோன்றும்‌. 
நிறுவல்‌: 

200) - % எனத்‌ தேற்றம்‌ 4.9-ல்‌ பயன்படுத்த, [ர(0) - (2)].1 ௪ (b- ௮ '(%), 
xe(a, 0). 

பின்வரும்‌ தேற்றம்‌ இடைமதிப்புத்‌ தேற்றத்தின்‌ விளைவு ஆகும்‌. 

4.11. தற்றும்‌ 

(8, b)-ல்‌ f வகைக்கெழுக்‌ காணத்தக்கது. 

(அ அனைத்து X௧(4, b)-க்கு, 1%) 2 0 எனில்‌, 1 ஒருபோக்கு ஏறும்‌ சார்பு. 
(அ) அனைத்து %4(9, 5)-க்கு, 1 '(%) - 0 எனில்‌, 1 மாறிலி சார்பு 

(இ) அனைத்து ௬௧ (4, 6)-க்கு, 1%) 5 0 எனில்‌, 1 ஒருபோக்கு குறையும்‌ சார்பு. 
நிறுவல்‌: 

1 ௩ ஏ என்க. [8, 0]-ன்‌ உள்இடைவெளி [%1, %2]-ல்‌ இடைமதிப்புத்‌ 
$தற்றத்தைப்‌ பயன்படுத்த, %ஈ(3ப, ₹2)-க்கு நி) - 16) - &ே - ௬) 1 (09 என 
அமையும்‌. அனைத்து 3), %2€(8, b)-க்கு 
(அ 10020 அ (ட)-1000)20 

> f(x») f(xy) 
1 ஒருபோக்கு ஏறும்‌ சார்பு, 


137 வகையிடல்‌ 


ரீ 0-0 f(x) = 106), அனைத்து 1, 3 €(8, 0)-க்கும்‌ 


1' மாறிலி சார்பு. 


ஆ 
வம்‌ 
இ 1950 > 10)-108)530 
> 106) 21018) 
அ ரீ ஒருபோக்கு குறையும்‌ சார்பு. 
4.12. கிளைத்தேற்றம்‌ 
[2, b]-ல்‌ £, ஐ என்பன தொடர்ச்சியானவை. (8, 9)-ல்‌ 1, த முடிவுள்ள சமமான 
வகைக்கெழுக்களைப்‌ பெற்றிருப்பின்‌, 1 - த ஆனது [8, 6]-ன்‌ மீது மாறிலிச்‌ சார்பு 
ஆகும்‌. 
4.13. மதற்றம்‌ 
£ என்ற மெய்‌ சார்பு [உ ]-ல்‌ வகைக்கெழுக்‌ காணத்தக்கது மற்றும்‌: 1 
வரம்புடையது எனில்‌, [8, ]-ல்‌ நீ சீரான தொடர்ச்சியானது. 
நிறுவல்‌: 
[8, b]-ல்‌ ரீ' வரம்புடையது. 
ஆதலால்‌, M 0 என்ற எண்‌, எல்லா %€[8, 6]-க்கும்‌ | £ '&) | 5 M என 
அமையும்‌. 
Xi 226[8, 0], xi < Xx, என்க. 
[$1 X2]-ஸ்‌ ரீ-க்கு இடைமதிப்புத்‌ தேற்றம்‌ பயன்படுத்த, ௦௨ (ப, 42) என்ற எண்‌, 
(02) - (x1) = (Xz - x1) £ '(C) என அமையும்‌. 
எனவே, | 126) - f(x) [4 14 [டி -3ப] 
1), % என்பன ஏதேனும்‌ இரு புள்ளிகள்‌ என்பதால்‌, 
| f(x») - f(x) |< ]சி[டி-3] V x1, X2€[a, 0]. 
& 2 0 பகொடுக்கப்பட்டுள்ளது என்க. 


0 ௪ £/M எனத்‌ தேர்ந்தெடுக்க. 
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எனவே, 36, X2€[a, b], | X1- X2| ௩ 6 எனில்‌, 
| f(x>) - fx IX Mix - xi <M “56, 
ஆகையால்‌, [2, 6]-ல்‌ 1 சீரானத்‌ பதொடர்ச்சியானது. 

மதற்றம்‌ 3.25-ல்‌ ஒரு யாப்பு வெளியில்‌ தொடர்ச்சியான £ என்ற சார்பு, அதன்‌ 
மீச்சிறு மற்றும்‌ மீப்பெரு மதிப்புகளுக்கிடைியேயான அனைத்து மதிப்புகளையும்‌ 
மிபற்றிருக்கும்‌ என நிறுவினோம்‌. அதற்கு இணையான, வகைக்கெழுக்‌ காணத்தக்க 
சார்புகளுக்கான மதற்றம்‌ இப்பொழுது நிறுவப்படுகிறது. 


4.14. தேற்றம்‌ (வகைக்கெழுக்கான இடைநிலை மதிப்புத்‌ தேற்றம்‌) 

1 என்பது [8, b]-ல்‌ வகைக்கெழுக்‌ காணத்தக்க மெய்சார்பு மற்றும்‌ 
£"(a) ௩ A < £'(b) ஆகவும்‌ இருப்பின்‌, ௬€(௮, b) என்ற ஒரு புள்ளி 1'(0) = 1 
என்றவாறு தொன்றும்‌. 


£'(2) 5௩> £'(b) எனினும்‌, இதைப்‌ போன்று X€(, b) ஆனது, 1009) ௪ 1 என 


அமையும்‌. 
நிறுவல்‌: 
2(0) = £() - 41 என்க. ௨௩11. 
த -1'0-% 


180-4௩0 29-40 
௯ ஏதேனும்‌ ஒரு (, (8, 9) -க்கு ஐ((ி - (2) 
மமலும்‌, 
{'(b)-A>0 >g(b)>0 
 ஏமதனும்‌ ஒரு 1௦€(, 9) -க்கு ஐ(%) ௩ ஐ(0) 
எனவே, X€(4, 6) என்ற ஏதேனும்‌ ஒரு புள்ளியில்‌, [க 5]-ல்‌ த ஆனது அதன்‌ 
மீச்சிறு மதிப்பை அடையும்‌. (தேற்றம்‌ 3.17), எனவ, 2'(%) 0 (தற்றம்‌ 4.6 
> f(x)-A=05>f(x)=1. 
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4,15. கிளைத்தேற்றம்‌ 
[உ %]-ல்‌ ரீ வகைக்‌ கெழுக்‌ காணத்தக்கது எனில்‌, [8 1-ல்‌ £' எளிய 
தொடர்ச்சியின்மைகளைப்‌ பெற்றிருக்க முடியாது. 


4.4. உயர்வரிசை வகைக்கெழுக்கள்‌ (Higher Derivatives) 
4,16. வரையறை 

ஏதேனும்‌ ஒரு இடைவெளியின்‌ மீது ரீ என்ற சார்பு £' என்ற வகைக்கெழுவைப்‌ 
பெற்றிருப்பின்‌, ரீ '-ம்‌ வகைக்பெழுக்‌ காணத்தக்கது. 1”-ன்‌ வகைக்கெழுவை £”' எனக்‌ 
குறியிடப்படும்‌. அது 1-ன்‌ இரண்டாம்‌ வகைக்கெழு என்றழைக்கப்படும்‌. 

இதனைத்‌ தொடரின்‌, $ ரீ, 1”, 12 00 என்ற சார்புகள்‌ கிடைக்கும்‌. 
ஒவ்மிவான்றும்‌ அதன்‌ முன்னதன்‌ வகைக்கெழு ஆகும்‌. 

ர”) ஆனது ரீ-ன்‌ -ஆவது வகைக்கெழு அல்லது வரிசை ௩ உடைய 
வகைக்கெழு எனப்படும்‌. 

x என்ற புள்ளியில்‌, £”(%) இருக்க வேண்டுமாயின்‌, %-ன்‌ அண்மையில்‌ f(t) 
இருக்க நவண்டும்‌ மற்றும்‌ 3-ல்‌ 1519 வகைக்கெழுக்‌ காணத்தக்கதாக அமைய 
மவண்டும்‌. 

“ன்‌ அண்மையில்‌, £2) இருக்க, அதே அண்மையில்‌, 4?” வகைக்கெழுக்‌ 


காணத்தக்கதாக அமைய வேண்டும்‌. 


டெய்லரின்‌ தேற்றம்‌ (ஐTaylor’s Theorem) 
4.17. தேற்றம்‌ 

[8, ]-ன்‌ மீது $ ஒரு மெய்சார்பு. ௩ ஒரு மிகை முழு எண்‌. [8, 6]-ல்‌ {0 
தொடர்ச்சியானது. அனைத்து 1€(8, %)-க்கு (௫ இருக்கிறது. [ஐ 6]-ன்‌ 


n -] 


1) 
ப ப f(a) | 
வெவ்வேறான இரு புள்ளிகள்‌ ௦, 8 மற்றும்‌ (1) - ன அய்‌ - 0)” எனில்‌, 
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(n) 
0. நீ இவைகளுக்கிடையில்‌, * என்ற புள்ளி 4(8) ௪ P(B) + 0-ம்‌ 


என்றவாறு இருக்கும்‌. 
நிறுவல்‌: 

M என்ற எண்‌, £(8) ௪ (8) + M (8 - 6)” என வளிரயறுக்கப்பட்டுள்ளது 
என்க. 
2௫09-10-7௫ -110-0)”(&₹1-0) என்க. 
0, $ இவைகளுக்கிடையயயான % என்ற புள்ளிக்கு, 1) - [0000 எனக்‌ 
காண்பித்தல்‌ வேண்டும்‌. 
gy =f"0-nIM(a<t<h). 
ஏனெனில்‌, (1) = 0, (- ௦)"-ன்‌ ௩ ஆவது வகைக்கெழு ॥!. 
k= 0, 1, ..., (0-1)-க்க, P(a) = £00). 
எனவே, 8(௦) ௪ ஓ(௦) ௪... ௪ (௦) ௪ 0. 
மலும்‌, M-ன்‌ வரையறைப்படி, 2([3) ௪ 0. 
[, 8] இடைவெளியில்‌, இடைமதிப்புத்‌ தேற்றம்‌ 2-க்குப்‌ பயன்படுத்த, 1 € (04, [) 
என்ற புள்ளி (8) - (௦1) - (8 - ௦) £'(%1) என்றவாறு இருக்கும்‌. 
எனவே, ஐ) - 0, X1€(4, 0) [ஏனெனில்‌, ஐ(6) ௪ த($) -0) 
இதைப்போலவே, ஐூ(௦0) - 0 ௮ ௦ மற்றும்‌ 5) இவைகளுக்கிடையில்‌ அமையும்‌ 262 
என்ற புள்ளிக்கு, 2''(%2) - 0. 
0 படிகளுக்குப்‌ பிறகு, 6, ௩. இவைகளுக்கிடையில்‌ அமையும்‌ 36, என்ற புள்ளிக்கு, 
உ) 0. 
அதாவது, 6, 8-களுக்கு இடையில்‌, % என்ற புள்ளிக்கு, ஓடே ௪ 0. 
எனவே, £"(%)-nIM=0 

> (x)= nM 
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ட்ட fm) (x) 


n! 





ஸு 
ஆகையால்‌, 19) -2()-*--3(-ல7,35(), 2) 


வெக்டர்‌ மதிப்புச்‌ சார்புகளின்‌ வகைக்கெழுக்கள்‌ 

மெய்ச்சார்பின்‌ வகையிடுதலுக்கான வரையறை, தேற்றங்கள்‌ 4.2., 4:3., என்பன 
மெய்ப்புனை சார்புகளுக்கும்‌ பொருந்தும்‌. 

1 என்ற மெய்ப்புனைச்‌ சார்பின்‌ மெய்‌ மற்றும்‌ புனைப்‌ பகுதிகள்‌ 11, £2 என்க. 
அதாவது, 10-19-410௫ (at <b). fi, ந என்பன மெய்ச்சார்புகள்‌. 
1609-1109) + £5 (%). மேலும்‌, ல்‌ ரீ வகைக்கெழு காணத்தக்கச்‌ சார்பு ௮ 4), 
1) என்பனவும்‌ %-ல்‌ வகைக்கெழு காணத்தக்கன. 

பொதுப்படையாக, 7: (8, 518” என்ற திசையன்‌ மதிப்புடையச்‌ சார்பை 
எடுத்துக்‌ கொள்க. 

69 என்பது. நீர | பட்ட 819௪0 
1-௩ “2 


என அமையும்‌ R*-ல்‌ அதன்‌ மதிப்புகளை உடைய சார்பு. 

0, %, ..., $, என்பன 1-ன்‌ கூறுகள்‌ எனில்‌, 1- (1ம்‌ ..., 1). மற்றும்‌, % 
என்ற புள்ளியில்‌ 1 வகைமையான சார்பு ஐ நீ, ந, .... ££ என்ற சார்புகளும்‌ ல்‌ 
வகைமையானவை. 

4,18. எடுத்துக்காட்டு 

f(x) =e” = cosx + isinx என வரையறுக்க. % என்பது மெய்‌. 
12ஐ -f(0)=1-1=0 
ஆனால்‌, £'(%) “16” 
அனைத்து மெய்‌ 36-க்கு, | 1 (2) * | 1௦1 - 1 
எனவே, இடைமதிப்புத்‌ தேற்றம்‌ இங்கு உண்மையல்ல. 
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குறிப்பு: 
திசையன்‌ மதிப்புடை சார்புகளுக்கு [£(0) - £(2) | ௩ (b - A) supa 1") 


என்பது உண்மையாகும்‌. 


4.19. நேற்றம்‌ 

f: [a, 51-1௩ என்பது தொடர்ச்சியான, (பூ 0)-ல்‌ வகைமையான சார்பு எனில்‌, 
Xக(a, b) என்ற எண்‌, 1௫) -1201/200-8)11'(6)]) என்றவாறு அமையும்‌. 
நிறுவல்‌: 

2 = 1(0) - 1(8) என்க. 
o()=z. f(t), (8௨3130) என வரையறுக்க. 
ஓ ஆனது (8, 0]-ல்‌ மெய்மதிப்புடைய தொடர்ச்சியானதாகவும்‌ (a, 09ல்‌ 
வகைமையான சார்பாகவும்‌ அமையும்‌. 
எனவே, இடைமதிப்புத்‌ தேற்றம்‌ மக்குப்‌ பயன்படுத்த, 


ட) ம்‌ (8) = (0 ்‌ a) p(X) (b a) க்க 1 (29) 06 (8, 0). 
ஆனால்‌, ஒ(9)-ஒ8ு-2.10)-2.19-2௪- (௫ 


ஸ்குவார்ஸ்‌ சமனின்மையின்‌ படி, 
2-0-ஐ912.1'09150-ஐ12[1'09) 
எனவே, 956-௨11) 
ஆகையால்‌, 8) -18)12(0-8)11'09). 
4.5. வரம்புறு மாறல்‌ சார்புகள்‌ (Functions of Bounded Variation) 
இங்கு, ஒருபோக்கு சார்புகளுக்குத்‌ தொடர்புடைய சார்புகளின்‌ வகுப்புகளான 
வரம்புறு மாறல்‌ சார்புகளைப்‌ பற்றி காண்போம்‌. வரம்பறு மாறல்‌ சார்பு என்ற கருத்தை 


உருவாக்கியவர்‌ ஜோர்டான்‌ என்ற கணித மேதையாவார்‌. 
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4.20. வரையறை 
£ என்பது மூடிய இடைவெளி [8, b]-ல்‌ வரையறுக்கப்பட்ட சார்பு என்க. 


க Xl <x D என்ற சமனின்மைகளை நிறைவேற்றும்‌ 


a=Xp< ௩... 
உம என்ற கணம்‌ [&, 0]-ன்‌ பிரிவினை (Partition) எனப்படும்‌. 


ர { 0, X15 - 
[%%1; 4%] என்ற இடைவெளி, P-ன்‌ ஆவது உள்‌ இடைவெளி எனப்படும்‌. 


Axk = Xk - Xk! எனில்‌, AX -b- 2 அகும்‌. I 
இவ்வாறான, [a, b]-ன்‌ அனைத்து ரிலினைகளின்‌ தொகுதி ola. பர்‌ எனக்‌ 
குறியிடப்படும்‌. nai) Le 


4.21. வரையறை 


[8, b]-ல்‌ f வரையறுக்கப்பட்டுள்ளது என்க. [க 1-ல்‌ P= { Xo RR} 
ஒரு பிரிவினை எனில்‌, ந fou = fen) 6 ~ ர ட 20 77 எனக்‌ குறிக்க. M 


| n றாம்‌ 
என்ற முழு எண்‌, [8, மன்‌ அனைத்து பிரிவினைகளுக்கும்‌ ட்‌ [Afi 14 என 


அமையுமாயின்‌, 1 ஆனது [8, 6]-ல்‌ வரம்புறு மாறல்‌ சார்பு என அழைக்கப்படும்‌. 


வரம்புறு மாறல்‌ சார்புகளின்‌... எ டுத்துக்காட்டுகள்‌ கீழ்வரும்‌ - தேற்றங்களில்‌ 


டர 
பற 
ti 


கூறப்படுகின்றன. 

422. மதற்றம்‌ 
[8, b]-ன்‌ மீது வரையறுக்கப்பட்டுள்ள ஒருமபாக்கு சார்பானது 1a, ல்‌ வரம்பறு 

மாறல்‌ சார்பாகும்‌. a 

நிறுவல்‌: அணல்‌ உன ன்‌ a 
1 ஆனது [8, 0]-ல்‌ ஒருபோக்கு ஏறும்‌ சார்பு என்க. 

அப்போது, 106) - £1) 20,223: 

[உ b]-ன்‌ அனைத்துப்‌ பிரிவினைகளுக்கும்‌, Afk 2 0. 


ட வைகை பனையை 3 
அ. 
கக அட்லி வபய்‌ 


> 
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[] 1] 
எனவே, 5: [A= > சற்‌ 
k=1 k=] 


| 


2 f(x) - fen) 


வரல்‌. 


f(b) — f(a) 


ஆகையால்‌, [8, b]-ல்‌ ரீ வரம்புறு மாறல்‌ சார்பாக அமையும்‌. 

இதைப்‌ போல்‌, 1 ஆனது [8, 6]-ல்‌ ஒரும்பாக்கு இறங்கும்‌ சார்பு என்றால்‌, 
1 . 
2. [Af ௪ 1(௰) - 1() ஆகும்‌. 


எனவே, இந்நிகழ்ச்சியிலும்‌ கூட, 1 ஆனது [8, 6]-ல்‌ 1 வரம்புறு மாறல்‌ சார்பு. 


4.23. தேற்றம்‌ 

[a, 1]-ல்‌ £ தொடர்ச்சியான சார்பு. (ஐ) 0)-ல்‌ ரீ இருக்கிறது மற்றும்‌ 
வரம்புடையது எனில்‌, [2, b]-ல்‌ 1 வரம்புறு மாறல்‌ சார்பாகும்‌. 
நிறுவல்‌: 

(8, 0)-ல்‌ 1” வரம்புடையது. 
எனவே, & என்ற எண்‌, | 1'()| ₹.&, €(, 0) என்றவாறு அமையும்‌. 
இடைமதிப்புத்‌ தேற்றத்தை -க்கு (ட; ட)-ல்‌ பயன்படுத்த, 
At = f(x) = fxs) 5 (= Xe) 101. 


இங்கு, 1:€(%ட-1, Xk). 


n n | 
எனவே, >: [A= 5) Xn) f(t) 
k=1 k=1 


IA 


A} Ax =A(b-a) 
4] 


ஆகையால்‌, 1 ஒரு வரம்புறு மாறல்‌ சார்பு 
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4.24, மதற்றம்‌ 
[8, b]-வ்‌ மீ வரம்புறு மாறல்‌ சார்பு எனில்‌, [8, b]-ல்‌ 1 வரம்புடையது. 
நிறுவல்‌: 
[உ b]-ல்‌ $ வரம்புறு மாறல்‌ சார்பு. எனவே, [2, ॥]-ன்‌ அனைத்து 
பிதிவினைகளுக்கு, M என்ற மிகை எண்‌, 2_க4ி)] 3 M என அமையும்‌. 
X௧(a, 6) என்க. 1-4 83%, 0) என்ற குறிப்பிட்ட பிரிவினைக்கு, 
00 - f(a) |+ 8) -1| 518 
> 100 - f(a) |<M 
— Ifo <If(al+M 
இந்த சமனின்மை, % ௪ & அல்லது % 1 ஆக இருந்தாலும்‌ பொருந்தும்‌. 
எனவ, [8, 6]-ல்‌ 1 வரம்புடையது. 
4.6. மொத்த மாறல்‌ (1௦tal Variation) 
4.25. வரையறை 
[8, b]-ல்‌ £ வரம்புறு மாறல்‌ சார்பு. [2, b]-ன்‌ பிரிவினை P= {%0, Xந ... Xn} 
க்கு ஒத்தக்‌ கூடுதல்‌, [Aநீப-ஐ 2-(ஒ) எனக்‌ குறிக்க. 
Vila, b) = sup{>(P): Pe ஐ[க, b]} என்ற எண்‌, [&, b] இடைவெளியில்‌, 1-ன்‌ 
மொத்த மாறல்‌ எனப்படும்‌. V2, )- ஐ V; எனக்‌ குறிப்போம்‌. 
[a, b]-ல்‌ ரீ வரம்புறு மாறல்‌ சார்பு என்பதால்‌, Vர என்ற எண்‌ முடிவுள்ளது. 
நமலும்‌, 2.(ஒ) 2 0 என்பதால்‌, V; 2 0. 
Via, b) = 0 ௯ [a, b]-ல்‌ £ மாறிலி சார்பு, 


4.20. தேற்றம்‌ 
[க, b]-ல்‌ ந த சார்புகள்‌ ஒவ்வொன்றும்‌ வரம்புறு மாறல்‌ சார்புகள்‌ எனில்‌, 1 ௫ ஐ. 


12 என்பனவும்‌ வரம்புறு மாறல்‌ சார்புகள்‌. மேலும்‌, Vrs 5 Ve * Vy மற்றும்‌ 
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Veg AVe+ BV,. இங்கு, A = sup{|g(x)|: xe[a, b]}, 
B = sup{|f(x)|: xe|[a, b|}. 
நிறுவல்‌: 
[8, b]-ல்‌ 1, ஐ வரம்புறு மாறல்‌ சார்புகள்‌. [8, 0]-ன்‌ அனைத்துப்‌ பிரிவினை 


P= {Xo, ரல... Gs Xn க்கு M,. M என்ற மிகை எண்கள்‌, 3 [Af < Mi 
k=1 


n 
மற்றும்‌ 5” |[Aஜூ 3 MM, என அமையும்‌. 
k=1 


(௮) h(x) = (1 + ஐ)(%) என்க. 
Ah = [F(x + gd) — (000 * தேட) 


< [f(xx) — fxn) + Ig) - தடி 
[Afk| ௮ lAgx| < Mi Se M.. 


எனவே, ॥ ௪ £* த ஆனது [8, 6]-ல்‌ வரம்புறு மாறல்‌ சார்பு. 


A 


மலும்‌, Veg 3 VET Ve 
இதைப்போலவே, £ - ஐ என்பதும்‌, [8, b]-ல்‌ வரம்புறு மாறல்‌ சார்பாகும்‌. 
Veg VET Ve 
(அ) ௩0) ஈ 1%)&) என்க. 
[8, b]-ன்‌ அனைத்துப்‌ பிரிவினைகள்‌ P-க்கு 


Ag - 1000) gx) — 1 தப] 

[16092089) — fe) g)] + [(F 8) — 10620 ௨1)]| 
AlAfk| + BlAg 

எனவ, நத வரம்புறு மாறல்‌ சார்பு. மேலும்‌, ட < AV; + BV,. 


IA 


4.27. தேற்றம்‌ 

[8, 0]-ல்‌ £ வரம்புறு மாறல்‌ சார்பு என்றும்‌. அனைத்து %6[8, b]-க்கு | என்ற 
மிகை எண்‌, 0 ௩ ௩ & |[1(20)] என்றும்‌ இருந்தால்‌, த ஈ 1/ ஆனதும்‌, [8, b]-ல்‌ 
வரம்புறு மாறல்‌ சார்பு ஆகும்‌. மேலும்‌, Vட < Vr/m 
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1261) - (xy) 
Ri) 


1 | 
fx) 060 


_ yy) 
IR) 


எனவ, த- 1/1 ஆனது [8, ]-ல்‌ வரம்புறு மாறல்‌ சார்பு, மற்றும்‌ V, 5 ஸ்ட்‌. 


கத = 














< [Af / mm”. 


மொத்த மாறலின்‌ கூட்டத்தக்க பண்பு 
4.28. தேற்றம்‌ 

[8, 0]-ல்‌ ர வரம்புறு மாறல்‌ சார்பு. ௦€(8, 0) எனில்‌, [8, ௦] மற்றும்‌ [௦, 6] -லும்‌ 
1 வரம்புறு மாறல்‌ சார்பு. மேலும்‌, /ஈ(8, 6) = Ve(a, c) + Ve(c, 0) 
நிறுவல்‌: 

[a, ௦] மற்றும்‌ [௦, b]-ல்‌ ர்‌ வரம்புறு மாறல்‌ சார்பு என்று முதலில்‌ நிறுவுவோம்‌. 

[8, 0]-ன்‌ ஒரு பிரிவினை 1; என்றும்‌, [௦, 61-ன்‌ ஒரு பிரிவினை 1, என்றும்‌ 
கொள்க. 
ஆகையால்‌, ட ஈ PP, என்பது [8, 5]-ன்‌ ஒரு பிரிவினை ஆகும்‌. 

P என்ற பிரிவினைக்கு, 2.௪ - 2. |A£%| எனில்‌, 


2.(P1) + 2(P-) = 2(Po) < Vr(a, b) 
எனவே, 2.(ஒP;)  Ve(a, b) மற்றும்‌ 
2(P») < Ve(a, b) 
ஆகையால்‌, [8, ] மற்றும்‌ [௦, 0]-ல்‌ ரீ வரம்புறு மாறல்‌ சார்பு. 
மேலும்‌, Vr( c)+ Ve(c, b) < Ve(a, b). 
இதன்‌ மாற்று சமனின்மையை நிறுவ, ௪ ௪ {%, 1, ...; Xa) € உ], ஓ] என்க. 
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Py = PU{c} என்பது 1 என்ற பிரிவினையுடன்‌ ௦ என்ற புள்ளியை இணைக்கக்‌ 
கிடைக்கும்‌ பிரிவினை என்க. 
CE[xXட1; 30] எனில்‌, 1௨2 -ரியேப| ₹ 18-16) + [10-10 
எனவே, 2) 5:59. 
[8, 0]-ல்‌ 1%-ன்‌ புள்ளிகள்‌ [8, 0]-ல்‌ P| என்ற பிரிவினையையும்‌, [௦, 6]-ல்‌ 1%-ன்‌ 
புள்ளிகள்‌ 1; என்ற பிரிவினையையும்‌ தரும்‌. 
இந்த பிரிவினைகளுக்குண்டானக்‌ கூடுதல்‌, கீழ்க்கண்ட தொடரால்‌ இணைக்கப்படும்‌. 
2.(P) < 2(Po) - 2009-22) 

< Ve(a, c) + Ve(c, b) 
எனவே, V (4, ௦) * VE (௦, 0) என்பது 2:(?) என்ற ஒவ்வொரு கூடுதலின்‌ மேல்‌ 
வரம்பாகும்‌. 
இது, மீச்சிறு மமல்வரம்பை விடச்‌ சிறியதாக இருக்க முடியாதாதலால்‌, 
(௨ b)< V#(a, c) + Vi(c, b). 
எனவே, Vr(a,b) = Ve(a, c) + Ve(c, b). 


4.29. தேற்றம்‌ 
[8, 0]-ல்‌ 1 வரம்புறு மாறல்‌ சார்பு. ஈ ஆனது [8, 6]-ல்‌ V(%) ஈ Vila, xX). 
௮௩x ல எனில்‌, V(4) - 0 என வரையறுக்கப்படுகிறது எனில்‌, 
(1) [8,0]-ல்‌ £ ஒரு ஏறும்‌ சார்பு, 
(11) [2, b]-ல்‌ V - f ஒரு ஏறும்‌ சார்பு. 
நிறுவல்‌: 
(1) &₹% 3 <b எனில்‌, 


183) - Vila, Xx) + VAX, Y) 
> V(y)-V(x)=VAx,y)20 
>» VWEV(Y) => 17 ஏறும்‌ சார்பு 
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(1) D(x) = V(x) - f(x), :2[&, 0] என்க. 
a<x<y 5 எனில்‌, 


D(y)- D(x) = ஏடு - 4 - [௫9-10] 
= 4/9 - [fly) - 19] 
Vix, y)-ன்‌ வரையறையின்‌ படி, 1௫) - £(X) ₹£ VAX, y) 


எனவே, D(y) - D(X) 2 0. ஆகையால்‌, 1)- V- f ஏறும்‌ சார்பு. 
ஒரு சார்பு, வரம்புறு மேல்‌ சார்பாக அமையத்‌ தேவையான மற்றும்‌ போதுமான 
நிபந்தனைப்‌ பின்வரும்‌ நேற்றத்தில்‌ கூறப்படுகிறது. 
4.30. நேற்றம்‌ 
[a, 0]-ல்‌ வரையறுக்கப்பட்ட ர என்ற சார்பு, [8, b]-ல்‌ வரம்புறு மாறல்‌ 
சார்பாக அமையத்‌ தேவையான மற்றும்‌ போதுமான நிபந்தனையாவது, f ஆனது, 
இரண்டுமே ஒருபோக்கு ஏறும்‌ சார்புகளின்‌ வேறுபாடாக அமையும்‌. 
நிறுவல்‌: 
[2, 0]-ல்‌ 1 வரம்புறு மாறல்‌ சார்பு எனில்‌, 1- V-D. இங்கு, V ஆனது 
மதற்றம்‌ 4.28-ல்‌ வரையறுக்கப்பட்டச்‌ சார்பு. மற்றும்‌ D ௪ V - £. 
V மற்றும்‌ 1 என்பவை இரண்டும்‌ ஏறும்‌ சார்புகள்‌ (தேற்றம்‌ 4.28) 
மறுதலையாக, 1, 6 என்பவை [2, b]-ன்‌ மீதான ஒருபோக்கு ஏறும்‌ சார்புகள்‌ என்க. 
1(ஏ) * F(X) - G(X) என்க. [8, 6]-ன்‌ ஒரு பிரிவினை P என்க. 
(0) — 10.) - [F(xe) — F1)] — [G(xx) — டட] 
20) = 3 lal 
k=1 


> நழு- 114 * [000-00௮] 
k=] k=1 


Hl 


[F(b) — F(a)] + [G(b) - G(a)] 
[8, b]-ல்‌ 1 வரம்புறு மாறல்‌ சார்பு ஆகும்‌. 
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குறிப்பு: 

ஒரு வரம்புறு மாறல்‌ சார்பை, இரண்டு ஒரு போக்கு ஏறும்‌ சார்புகளின்‌ 
வேறுபாடாக எழுதுவது தனித்தன்மை ஆகாது. ஏனெனில்‌, 11, 1; என்பன ஏறும்‌ 
சார்புகள்‌, ££ ரீ;- நீ எனில்‌, ஏதேனும்‌ ஓர்‌ ஏறும்‌ சார்பு தக்கு 1- (1)7ஐ) - (112) 
என அமைவதால்‌, £-க்கு மற்றொரு சார்பாண்மை கிடைக்கிறது. 

மேலேக்‌ கண்டத்‌ தேற்றம்‌, திட்ட மான ஏறும்‌ சார்புகளாக இருந்தாலும்‌ 


உண்மையாகும்‌. 


வரம்புறு மாறலின்‌ தொடர்ச்சியான சார்புகள்‌ 
4.31. தேற்றம்‌ 

[8, b]-ல்‌ வரம்புறு மாறல்‌ சார்பு ரீ என்க. %€(8, ஸ்‌) எனில்‌, V(%) - (8, X) 
மற்றும்‌ 7(8) - 0 என்க. பின்‌, ர-ன்‌ அனைத்து தொடர்ச்சியானப்‌ புள்ளிகளும்‌, V-ன்‌ 
தொடர்ச்சியான புள்ளிகளாகும்‌. இதன்‌ மறுதலையும்‌ உண்மை. 
நிறுவல்‌: 

V ஒருபோக்குச்‌ சார்பு என்பதால்‌, வலக்கை மற்றும்‌ இடக்கை எல்லைகள்‌ V(%*) 
மற்றும்‌ V(-) என்பன, (8, 5)-ன்‌ அனைத்துப்‌ புள்ளிகளிலும்‌ இருக்கும்‌. 
தேற்றம்‌ 4.30-ன்‌ படி, இது 1(%4) மற்றும்‌ 1(%-)-க்கு உண்மையாகும்‌. 
a<x<y <b எனில்‌, 7037) “ன்‌ வரையறையின்‌ படி, 
05 709-809] < VV) 
y ௯ % எனில்‌, 0 | £f(X+) - f(x) <V(x+) — V(x) 
இதைப்போலவே, 0 ₹ 112) - 1(X-)| 2 Vix) — V(x) 
இந்த இரு சமனின்மைகளும்‌, V-ன்‌ தொடர்ச்சி புள்ளி, ரன்‌ தொடர்ச்சிப்‌ புள்ளி 
ஆகும்‌ என தெரிவிக்கின்றன. 


மறுதலையை நிறுவ, ௦€(&, 6)-ல்‌ 1 மிதாடர்ச்சியானது என்க. 
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எனமவ, கொடுக்கப்பட்ட 82” 0 -க்கு, 62 0 என்ற எண்‌, 
0<ix-c|<6 = மியி -1(0) “6/2 என அமையும்‌. 
இதே, €-க்கு, (௦, 6]-ன்‌ ஒரு பிரிவினை P = {Xp, Xj, ...; Xn}, X0 = C, Xn =D 
n 
மற்றும்‌, 740, 0) -8/2 4 5: [Af என இருக்கும்‌. 
k=1 

0-ல்‌ மேலும்‌ புள்ளிகளைச்‌ சேர்ப்பதால்‌, டி ம்‌] என்‌ மதிப்புக்‌ கூடுதலாகும்‌. 
எனவே, 0 ௩ X| - 9 ௩௦ என்க. 
அதாவது, |A£ீ| ௪ மிய) -1(6)] < 6/2. 
எனவே Vic,b)-e/2< e+ ¥ மம்‌ 

k=2 

< 8/2 VAX, b) 

(ஏனெனில்‌, 43%, 30), ..., ப்‌ ஆனது [1 0]-ன்‌ பிரிவினை) 
எனவ, Vic, Db) - Vix D)<E 


ஆனால்‌, 


0 < V(x) - V(c) 


Via, x1) - Vifa, 0) 
VAC, 20) 

Vic, b) - ப, D)<€ 
எனவே, 0x -C<§>0<V(m)- V(O<E 


| 


|| 


ஆகையால்‌, V(c+) = (௦) 
இது போலவே, V(C-) = (6) 
[8, b]-ன்‌ அனைத்து உள்புள்ளிகளுக்கு இத்தேற்றம்‌ நிறுவப்பட்டது, 


மதற்றம்‌ 4.31 மற்றும்‌ 4.30 இவைகளை இணைக்க, 


மெய்யெண்‌ பகுப்பியல்‌ 
4.32. தேற்றம்‌ 

[உ 6]-ல்‌ £ தொடர்ச்சியானது. [8, ]-ல்‌ 1 வரம்புறு மாறல்‌ சார்பாக அமையத்‌ 
தேவையான மற்றும்‌ போதுமான நிபந்தனை; 1 -ஐ இரண்டு ஒரு போக்கு ஏறும்‌ 


(திட்டமாக ஏறும்‌) தொடர்ச்சியான சார்புகளின்‌ வேறுபாடாக அமைக்க முடியும்‌. 


4.7. பயிற்சி வினாக்கள்‌ 
1. (௨ 5) என்ற இடைவெளியில்‌, 1 வகையிடத்தக்கது, அனைத்து %€(8, 0)-க்கு, 
1 (x) <0 எனில்‌, (8, 0)-ல்‌ 1 ஒரு போக்கு சார்பு என நிறுவுக. 
2. அனைத்து %€[8, b]-க்கு, 100) > 0 எனில்‌, [8, ]-ல்‌ 1 ஏறும்‌ சார்பு என 
நிறுவுக. இதன்‌ மறுதலை உண்மையா? 
3. & என்ற புள்ளியில்‌, £, ஐ என்ற சார்புகள்‌ வகையிடத்தக்கன, 1(8) 4 ஐ(8) எனில்‌, 
max(£, ஐ) மற்றும்‌ ர (£, ஐ) என்பனவும்‌ ௨-ல்‌ தொடர்ச்சியானவை எனக்‌ காட்டுக. 
4, 8-ல்‌. ர மெய்மதிப்புடைய சார்பு, அனைத்து %51'-க்கு, ௨ <8 (x) <b, a, b> 0 
மற்றும்‌ 10) - 0 எனில்‌, அனைத்து %€1&'-க்கு 2௩ 100 40% என நிறுவுக. 
5. அனைத்து 38-க்கு, 1 வரையறுக்கப்பட்டுள்ளது, 11%) - (7)] 2 (%- ஏ)” எனில்‌, £ 
ஒரு மாறிலி சார்பு என நிறுவுக, 
6. வகையிடத்தக்கதாக, தொடர்ச்சியானதாக அமையாத சார்பின்‌ உதாரணம்‌ 
தருக. 


7. நொடர்ச்சியானதாக, வரம்பற்றதாக அமையும்‌ சார்பின்‌ உதாரணம்‌ தருக. 


6. வரம்புடைய மற்றும்‌ தொடர்ச்சியானதாக அமையும்‌ சார்பின்‌ உதாரணம்‌ தருக. 
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9. மூடிய, வரம்புடைய இடைவெளியில்‌, ஒவ்வொரு பல்லுறுப்புக்‌ கோவையும்‌ வரம்புறு 


மாறல்‌ சார்பாகும்‌ என நிறுவக. 


10. $ [த b]R' என்பது வரம்புறு மாறல்‌ சார்பு, மற்றும்‌ [௦, 4] ௭ [, 5] 
எனில்‌, [6, 0]-ல்‌ 1 வரம்புறு மாறல்‌ சார்பென நிறுவுக. 


11. [8, b]-ல்‌ ரீ வரம்புறு மாறல்‌ சார்பு, ஈ ௪ 0 என்பது 1(%) 2 %, X€[a, b] எனில்‌, 
1/7-ம்‌ வரம்புறு மாறல்‌ சார்பு என நிறுவுக. 


12  தொடர்ச்சியானதாக, ஆனால்‌ வரம்புறு மாறல்‌ சார்பாக அமையாத சார்பின்‌ 


உதாரணம்‌ தருக. 


13. ஒரு மூடிய இடைவெளியில்‌ ஒரு சார்பு வரம்புறு மாறல்‌ சார்பாக அமையின்‌, 
அதன்‌ எந்த உள்‌ இடைவெளியிலும்‌ வரம்புறு மாறல்‌ சார்பாக அமையும்‌. 


%%%%%%%%%%%%%3% 


அத்தியாயம்‌ 5 
ரீமன்‌- ஸீடீலிஜெஸ்‌ தொகையம்‌ 
(Riemann- Stieltjes Integral) 


பரப்பளவை, ஒரு கூட்டுத்‌ தொகையில்‌ எல்லை மதிப்பாக கணக்கிடுவதில்‌ 
தான்‌ தொகை நுண்‌ கணிதமே பிறந்தது. ர - ரி) என்ற சார்பு, ஒரு சம தளத்தில்‌, 


தொடர்ச்சியான வளைவரையைக்‌ குறிக்குமானால்‌, அவ்வளைவரை, %-அச்சு, % ௪ 8, 
V 

% * 0 என்ற மநர்மகோடுகள்‌ ஆகியவற்றிற்கு இடைப்பட்ட பரப்பளவை | 1(%) 0% 
a 


என்ற வரையறுத்தத்‌ தொகை குறிப்பிடும்‌. இவ்விளக்கம்‌ வடிவ கணிதத்தின்‌ 
அடிப்படையில்‌ அமைந்துள்ளது. தொடர்ச்சியான வளைவரைகளால்‌ குறிப்பிட 
முடியாத சார்புகளின்‌ தொகையைக்‌ கணக்கிட இவ்விளக்கம்‌ பொருந்தாது. 

எனவே, வரையறுத்த தொகைக்குப்‌ புதிய விளக்கம்‌ தேவைப்பட்டது. வடிவ 
கணிதத்தின்‌ துணையின்றி, எண்கணிதத்தை மட்டும்‌ அடிப்படையாகக்‌ கொண்ட 
வரையறையை முதன்‌ முதலில்‌ தந்தவர்‌ கணித மேதை ரிச்சர்டு ரீமன்‌ ஆவார்‌. 

இந்த அத்தியாயத்தில்‌, தொகையிடுதலின்‌, செய்கையை விரிவாகக்‌ காண்டோம்‌. 
ரீமனின்‌ கருத்தின்‌ விரிவாக்கமான ரீமன்‌- ஸீடீலிஜெஸ்‌ தொகையான £ மற்றும்‌ 0: 


b 
என்ற இரு சார்புகளைச்‌ சார்ந்தது. இந்த தொகையின்‌ வடிவம்‌ | 1%) ௦௦(%) 
d 


00(%) * X ஆகும்‌ பொது இத்தொகை ரீமன்‌ தொகை ஆகும்‌. 
௦: ஆனது தொடர்ச்சியான வகைக்கெழுவைப்‌ பெற்றிருப்பின்‌, ஸீமீலிஜெஸ்‌ 


b b 
தொகை [1(%)00(%) ஆனது [8000 ம்‌; என மாறுதல்‌ அடையும்‌. 
a a 


ஸீடீலிஜெஸ்‌ தொகையை, 0 தொடர்ச்சியின்மையாகவோ, வகையிட முடியாததாகவோ 


இருப்பினும்‌ பயன்படுத்தலாம்‌. 
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முதலில்‌, இடைபெெளிகளில்‌ மெய்மதிப்புச்‌ சார்புகளின்‌ தொகையைப்‌ பற்றி 
விவாதிப்போம்‌. இங்கு எடுத்துக்‌ கொள்ளப்படும்‌ சார்புகள்‌ 1, ஐ, 6, [ீ ... என்பவை 


[8, b]-ல்‌ வரையறுக்கப்பட்ட மெய்மதிப்புடைய வரம்புடைய சார்புகளாகும்‌. 


5.1. வரையறை 

[8, b]-ன்‌ பிரிவினை P = { %ஓ, 1, ... ௩] ஆனது ௮௪ ஏட 5381 5... வேட 
ஏ ஈஸ என அமையும்‌ முடிவுள்ள எண்ணிக்கையுள்ள புள்ளிகளின்‌ கணம்‌. 

[8, b]-ன்‌ பிரிவினை P' ஆனது P 6 P' என அமையுமாயின்‌, “ஐ விட 
மென்மையானது 1” என்போம்‌. அல்லது 1” ஆனது “யின்‌ மென்மையாக்கம்‌ 
எனப்படும்‌. இது 1” ௮ ] எனவும்‌ குறிக்கப்படும்‌. 


௦ * 000௨0) -0( 0௨0) என்ற மாறுபாட்டைக்‌ குறிக்குமானால்‌, 
n 
2 Ao. = a(b) - (a). 
k=] 


[a, ]-ன்‌ அனைத்து பிரிவினைகளின்‌ கணம்‌ இ[8&, b] என்று குறிக்கப்படும்‌. 

பிரிவினை P-ன்‌ அலகை என்பது ஒ-ன்‌ மிகப்பெரிய உள்‌ இடைவெளியின்‌ நீளம்‌ 
என வரையறுக்கப்பட்டு ||| எனக்‌ குறிக்கப்படுகிறது. 

உ 5 P எனில்‌, ||| 4 |]. எனவே, ஒரு பிரிவினையின்‌ மென்மையாக்கம்‌ 
அதன்‌ அலகையைக்‌ குறைக்கிறது. இதன்‌ மறுதலை உண்மையாக இருக்கத்‌ 
மதவையில்லை. 

5.1. ரீமன்‌- ஸீடிலிஜெஸ்‌ தொகையின்‌ வரையறை 
5.2. வரையறை 
[8, 5]-ன்‌ ஒரு பிரிலினை 1- ( ௦, டூ. ஷ்‌. 1, என்பது [டி XK] என்ற 


n 
உள்‌இடைவெளியின்‌ ஒரு புள்ளி... (1, £; 6) “ம £(t்)A௦டk என்ற வடிவில்‌ 


உள்ளக்‌ கூடுதல்‌, 0-ஐப்‌ பொறுத்து 1-ன்‌ ரீமன்‌- ஸீமீலிஜெஸ்‌ கூடுதல்‌ எனப்படும்‌. 
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ஒவ்வொரு 82 0-க்கு, [8, 60]-ல்‌ ௮; என்ற பிரிவினை, P,- விட மெனமையாள 
அனைத்து பிரிவினைகள்‌ P மற்றும்‌ [30 1, 33) ]-ல்‌ உள்ள அனைத்துப்‌ புள்ளிகள்‌ 
(“க்கு | 5(ஒ, £, ௨) - A| < 8 எனும்‌ படியாக A என்ற எண்‌ இருக்குமானால்‌, 
[8, b]-ல்‌ ௦-ஐப்‌ பொறுத்து ரீ ரீமன்‌ தொகையிடத்தக்கது என்போம்‌. 

இது, [8, 6]-ல்‌ €R(௦) என எழுதப்படும்‌. 
இப்படியாக அமையும்‌ A என்ற எண்‌ இருக்குமானால்‌, அது ஒரே முறையில்‌ 


b b 
வரையறுக்கப்பட்டு, [14௦ அல்லது [1(20)80(%) எனக்‌ குறிக்கபப்டும்‌. 
a d 


b 
மமலும்‌, ரீமன்‌- ஸீடீலிஜெஸ்‌ தொகையம்‌ [10% இருக்கிறது என்போம்‌. 
a 
1 மற்றும்‌ ௦ என்ற சார்புகள்‌ முறைய தொகையுறு (॥£ஜாக0), மற்றம்‌ 
மிதாகைப்பான்‌ (176210) என அழைக்கப்படும்‌. 
குறிப்பாக, (2) - எனில்‌, S(ஒ, £, ல) ஆனது 5(ஒ, £) எனவும்‌, feR(0) 
அனது 16% என வும்‌ எழுதப்படும்‌. இவ்வகையில்‌, தொகையம்‌ ரீமன்‌ தொகை 
b b 
என்றழைக்கப்பட்டு | ர 0% அல்லது | (%) 0% எனக்‌ குறிக்கப்படும்‌. 
d a 
5.2. நேரியல்‌ பண்புகள்‌ 
5.3. தேற்றம்‌ 
[a, b]- ஸ feR(a), geR(o) எனில்‌, [8, b]- ல்‌ cif + 02 ER(a). (61, 0. 
ட்டு b b 
என்பன மாறிலிகள்‌). மேலும்‌, | (ரீ * 0,ஜ0௦ ௪ ௦; [fda +c |g do 
a a a 
நிறுவல்‌: 
h= cit + C22 என்க. 


18, 0]- ல்‌ பிரிவினை ] என்க. 
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n 
S(P,h,a) = | h(t) Ao 


n n 
= 6 > {(t) Ak + C7 3. (1) Ao 
k=1 k=1 


= cj S(P, fa) +c, S(P,g,0) 
82 0 கொடுக்கப்பட்டுள்ளது என்க. 


PP, எனும்‌ படியாக P,' மதர்ந்தெடுக்க, 

feR(a) — | S(P, f, ox) - ய்‌ “18, 

உ,” எனும்‌ படியாக P;'' தேர்ந்தெடுக்க. 

geR(a) > | S(P, g, x) - [2 <E 

P.= P:' ய,” எனில்‌, ச ஆனது 1; -ஐ விட மென்மையானது. 


b b 
எனவே, | S(P,h, «) —c; [fda - 07 | gda| 
a 3 
b b 
=| SP, fa)+c2S(P,g,a)-—ci fda - 02 [200] 
a a 


b b 
< lel S(P,f,a) - [fda| + |cal | S(P, த ௦0 - [ga | 
3 a 


< lca € + (col € 


எனவே, பீ 02 €]5(00). 
b b b 
மேலும்‌, [| (மீ*+C%ஓ) dc [fda 021206. 
a a a 
5.4. மற்றம்‌ 
[a, b]-ல்‌ feR(«) மற்றும்‌ fகR(P) எனில்‌, feR(ci0 + 02), (01, 02 என்பன 


b b b 
மாறிலிகள்‌). மேலும்‌, [7 d(c/0+c7B) = 60] da +c-[fdp 
a a 


மெய்யெண்‌ பகுப்பியல்‌ னு 


நிறுவல்‌: 
7000 050 என்க. 


[, b]- ல்‌ கொடுக்கப்பட்ட பிரிவினை 1-க்கு, 


| 


50. 19) - 2 fit) Av = 2 f(y) A(c10% + cof) 


| 


n 
Cl 3 f(t) Aor+C2 >. 1) கழ 
k=] k=1 


(| 


Cl S(P, 1, 01) + C2 S(P, 1, 5) 
820 கொடுக்கப்பட்டுள்ளது என்க. 
உது,” எனத்‌ தேர்ந்தெடுக்க. 

0 
feR(a) =| S(P,f, oa) - [100156 

a 

ன 

feR(B)=IS(P,£B)- | 8045 

a 
P= P,' UP,” எனில்‌, 1, -ஐ விட 1? மென்மையானது. 


b b 
எனவே, /5(,7,5)-01 [fda -c» [10 | = [ca SP,£a)to 
a 8 
0 0 
$0,1 0)-௦ [10௩-௦01 fdf| 
| a 


b 
< (81150, 86- [8401491806 2- raf | 
a 


< [cil € + [ca] € 


எனயவ, fகR(y) > 16100 + 020), மற்றும்‌ 


b b b 
|Falewreh) = [Fda + ox [rap . 
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5.5. தேற்றம்‌ 
(2, 0) என்க. கீழ்க்கண்ட மூன்று தொகையங்களில்‌, ஏதேனும்‌ இரண்டு 
௦ b b 
இருக்குமானால்‌, மூன்றாவதும்‌ இருக்கும்‌. மேலும்‌, [£௦4 [fda = [fda 
a ே 9 


நிறுவல்‌: 
[8, b]- ல்‌ ஒரு பிரிவினை 1 என்க. ௦€7? என்க. 
108, 0] மற்றும்‌ 1?” = Po{c, 0] என்பன முறையே, [8, 6] மற்றும்‌ [௦, ௮] 
இவைகள்‌ பிரிவினைகள்‌ ஆகும்‌. 
இந்த பிரிவினைகளுக்குண்டான ரீமன்‌ - ஸீடீலிஜெஸ்‌ கூடுதல்கள்‌ 
S(P, f, a) = S(P", f, a) + S(P"", f, «) என இணைக்கப்படும்‌. 


[1 0 மற்றும்‌ i 0௦ இருக்கிறது என்க. 
[8, c]-ல்‌ 1,” என்ற பிரிவினையின்‌ மென்மையாக்கம்‌ P' -க்கு, 
| S(P,f,a) - [1 0௦] ௫ 8/2 என இருக்கும்‌. 
இதைப்‌ பால்‌, [6, b]-ல்‌ 1,” என்ற பிரிவினையின்‌ மென்மையாக்கம்‌ P"'-க்கு 
ISP, fa) i 00 | ₹8/2 என இருக்கும்‌. 


Pe = P,' பூ P,” ஆனது [a, b]-ன்‌ பிரிவினை. மமலும்‌, 
P>P,=>,P' > P,’ மற்றும்‌ 12]. எனவ, P > P, எனில்‌, 


௦ 
| S(P, f,o)— [fda - [109] 
a C 
C b 
= ISP, f,a) + S(P",f,a)— [fda - [fda| 
a C 


௦ 0 
< IS(P,f,a)- [fda|+|S(P",f,a) - [ரீ] < 8 
a C 
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b b ௦ 0 
எனவே, | £௦ இருக்கிறது, மற்றும்‌ | £0௦௪ [10௦- [£0௦ 
8 8 a C 


மீதியுள்ள வகைகளுக்கும்‌, இதைப்‌ போன்று நிறுவலாம்‌. 
5.6. வரையறை 
b a b 
8ல்‌ மற்றும்‌ [ரீ இருக்கிறது எனில்‌, [ரய - - [100 என 
a b a 
a 
வரையறுக்கப்படுகிறது... மேலும்‌, [186 ௪ 0. 
a 
5.3. பகுதி வழித்‌ தொகையிடல்‌ (Integration by Parts) 
தொகையுறு மற்றும்‌ தொகுப்பான்‌ இவைகளுக்கிடையில்‌ தனிச்‌ சிறப்புக்குரிய 
b b ௫ 
தொடர்பு இருக்கிறது. [14% இருக்கிறது எனில்‌, [வபர -ம்‌ இருக்கும்‌. இதன்‌ 
9 a 
மறுதலையும்‌ உண்மை. 


5.7. தேற்றம்‌ (பகுதி வழித்‌ தொகையிடலின்‌ வாய்ப்பாடு) 
[8, b]- ல்‌ €R(௦) எனில்‌, [8, ]- ல்‌ 6€%(1. 


மேலும்‌, 110209) ர்‌ P(x) = f(b)a(b) - f(a)a(a). 
a a 


நிறுவல்‌: 


82 0 கொடுக்கப்பட்டுள்ளது என்க. 
b 
110௩ இருக்கிறது என்பதால்‌, [&, ஸ]- ன்‌ பிரிவினை P,-ன்‌ அனைத்து 
a 
b 
மிமன்மையாக்கம்‌ P"-க்கும்‌, 15(1”,10)- [fda|<E 0 (1) 
a 


என அமையும்‌. 
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b 
[001 -ன்‌ ஏதெனும்‌ ஒரு ரீமன்‌- ஸீடீலிஜேஸ்‌ கூடுதல்‌ 5(ஒ, ௦, £) எடுத்துக்‌ 


A 
கவ 
ழ்‌ 
= 
— 


n 
= 5) 0) 4ம்‌ 
k=1 


॥ 


2 a(t) f(a) - 2 alt) f(x) 
இங்கு, ௪.-ன்‌ மென்மையாக்கம்‌ ரி. A ௪ £()௨(b) -1(8)ல(8) என எழுத, 


A= > (2) (xk) - டி (20.1) O(Xk1) 
k=] k=1 
எனவே A -$(0, 6, f= 2 f(xy) [ay) - o(t)] + 


2 16.1) [o(t) - 0(Xk1)] 
வலதுபுறத்தில்‌ உள்ள இரு கூடுதல்களையும்‌ இணைத்து 5(ஒ", 1, ௦) என்ற ஒமர 
கூடுதலாக அமைக்கலாம்‌. 8” என்பது [2, b]- ல்‌ ஷி மற்றும்‌ 4; என்ற புள்ளிகளை 
ஒன்றாகச்‌ சேர்ப்பதால்‌ கிடைக்கும்‌ பிரிவினை. 
எனவே, 1-ன்‌ மென்மையாக்கம்‌ 1” ஆகும்‌. அதாவது, 1; “ன்‌ மென்மையாக்கம்‌ 1”, 
ஆகவே, A - 5(, ௮, 1) = S(P',£, 0) 
P. -ஐ விட 1 மென்மையானது எனில்‌, (1)-ல்‌ பிரதியிட, 


b 
IA- S(P,,f)- [fda|<e 
a 
b b b 
எனவே, [0/1 இருக்கிறது மற்றும்‌ [வீ A - [100 
a a a 


b 
| 0041 + டூ 0௦ = f(b)a(b) - f(a)a(a). 
d 
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5.4. ரீமன்‌- ஸீடிலிஜெஸ்‌ தொகையீட்டில்‌ மாறியின்‌ மாறுபாடு 
5௫. தற்றம்‌ 

[8, b]- ல்‌ 7€7%(00) என்க. 6, 4 இவைகளை முனைப்புள்ளிகளாக உடைய 
இடைவெளி 8-ல்‌ வரையறுக்கப்பட்ட திட்டமாக ஒருபோக்கு தொடர்ச்சியான சார்பு ஐ 
என்க. &-- ஐ(0), 6 ஈ ஐ(0) என்க. 11, $ என்பன கீழ்க்களாடவாறு வரையறுக்கப்பட்ட 


இணைந்த சார்புகள்‌. 10) - நிஐ(2)], 8%) - 0([த00)], %€$ எனில்‌, 5-ல்‌ 


1) €1([). மேலும்‌, Pda ன்‌ ர df. 
a ட 


2(0) d 
அதாவது, | 10 ௦() - | ந2(20)161012(4)]) 
g(C) ட்‌ 


நிறுவல்‌: 

$-ல்‌ ஐ திட்டமாக ஏறும்‌ சார்பு என்க. எனவே, ௦ “0. 
ஆகவே, ஐ ஆனது ஒன்றுக்கொன்றானதாவும்‌, [உ 0]-ல்‌ வரையறுக்கப்பட்ட, 
தொடர்ச்சியான நேர்மாறு ஓ”!-யும்‌ பெற்றிருக்கும்‌. மேலும்‌, ஜூ! திட்டமாக ஏறும்‌ 
சார்பாக அமையும்‌. எனவே, [6, 0]-ன்‌ ஒவ்வொரு பிரிவினை P ௪ {ர, ..., ரூ} “க்கு 
ஒத்த, [8, b]- ல்‌ ஒரே ஒரு பிரிவினை 7” ௪ (36, ..., 2௦), Xஈ£ தடு) என 
அமையும்‌ படி இருக்கும்‌. 2” ௪ த), P= ஜூ! (ஒ") என எழுதலாம்‌. 

மலும்‌, -ன்‌ மென்மையாக்கம்‌, 1”-ன்‌ மென்மையாக்கத்தைத்‌ தரும்‌. இதன்‌ 
மறுதலையும்‌ உண்மை. 

8 5 0 கொடுக்கப்பட்டுள்ளது என்க. 


{eR(x) 2 |a, b]-ன பிரிவினை 7, அனைத்து P'௮P,'-க்கு (௪, -ன்‌ 


b 
மிமன்மையாக்கம்‌ 1”), | 5(P", 1, ௦) - [18௦]  £ என அமையும்‌. 
d 
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9, - ஜி என்பது [0, 4]-ல்‌ பிரிவினை ஆகும்‌. [௦, 4]-ல்‌ ஒன்‌ 


மென்மையாக்கப்‌ பிரிவினை 1- (3, ..., ரூ) என்க. (221) 


S(P,h,B) = 2 (ய) ABs ux elas Yad, AB “809 - BOL) 


ட,“ த(ம) மற்றும்‌ ஏ ௪ (ட) எனில்‌, ௮" ஈ படி... 3) என்பது [8, 0]- ல்‌ 


P,'- ஐ விட மென்மையான பிரிவினை. மேலும்‌, 


0௩ = 0 [50049] {olglyo)] - alg 6௨0]) 


தப்பட்ட! 


|| 


(12, க 00), tk ம [Xk-1; Xk] 
b 

எனவே, | 5(P,h, B) - [fda| <e = [a, b]- & heR() மற்றும்‌ 
9 


0 0 
[109 ௪ [1 48. எனவே, தேற்றம்‌ நிறுவப்பட்டது. 
a ர 


ரீமன்‌ தொகையத்திற்குக்‌ குறைத்தல்‌ 
0 
0 ஆனது தொடர்ச்சியான வகைக்கெழு 6'“ஐப்‌ பெற்றிருப்பின்‌, | f(x)da(x) -ல்‌ 


000)-ஐ ௦:'(*) ஆக மாற்றுவதைக்‌ கீழ்க்கண்டத்‌ தேற்றம்‌ கூறுகிறது. 


மிமய்யெண்‌ பகுப்பியல்‌ 164 


5.9. நேற்றம்‌ 
[a, b]- ல்‌ 761500) என்க. மேலும்‌, [8, b]- ல்‌ 4 ஆனது தாடர்ச்சியான 


b 
வகைக்கெழு 0-ஐப்‌ பெற்றிருக்கிறது எனில்‌, ரீமன்‌ தொகை | 1(20)0'(20)04% 
a 


b b 
இருக்கிறது, மேலும்‌, ! f(x)da(x) = ! f(x) (x)dx 


நிறுவல்‌: 
௪02) = 1(%)௮'(X) என்க. 


n n 
ரீமன்‌ தொகை 5(?, ஐ) - ட்‌ g(t) Axk - ட்‌ (1) ov’ (t)AXk 


ரீமன்‌- ஸீடீலிஜெஸ்‌ கூடுதல்‌ (௪, £, ௨) அமைப்பதற்கு இதே பிரிவினை மற்றும்‌ (,- 
ஐப்‌ பயன்படுத்தலாம்‌. 


S(P, fa) = 2 (tk) AO 
=] 


இடை மதிப்புத்‌ தேற்றத்தைப்‌ பயன்படுத்த, 
Ao = 0'(Vk) AXk , VEE (பேய, Xk) 


எனவே, S(P,f, a) - S(P, ஐ = A f(t) 0 (VAX - 5 f(t) 6143 


=] 
n 
=: ௫ (19) [o'(Vk) - (tx) JAXk 


1' வரம்புடையது என்பதால்‌, அனைத்து %€[8, 0]-க்கு [1(%)] ௫M, M > 0. 

[8, ]-ல்‌ ௦' தொடர்ச்சியானது  [2, b]- ல்‌ ௦ சீரான தொடர்ச்சியானது. 

எனவ, 82” 0 கொடுக்கப்பட்டிருப்பின்‌, 6 5 0 (8-ஐ மட்டும்‌ பொறுத்தது) என்ற எண்‌, 
0£%-91₹869 - a'(y)| < e/(2M(b-a)) 

P,:' என்ற பிரிவினையை அதன்‌ அலகை [P| <<: 6 எ 
எடுத்துக்கொள்வோமானால்‌, எந்த ஒரு மென்மையான பிரிவினை ஒ-க்கு, 


lo'(Vk) - a’ (tk)| < €/(2M(b-a)). 
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இந்த 1-க்கு | SP, £, ox) - S(P, ஐ) < ரு M (€/(2M(b-a)))Ax, < &/2 
மறுபடியும்‌, [a, b]-l feR(a) > ஓ P என அமையும்‌ P,'' என்ற பிரிவினை, 

| S(P, f, ox) - [ 00 | ௩ £/2 ஆக இருக்கும்‌. 

இவ்விரண்டு சமனின்மைகளை இணைக்க, P-ன்‌ மென்மையாக்கம்‌ P. = நா பூ 


b 
P."அஆக இருக்கும்‌ எனில்‌, | S(P, ஐ) - [fda|<e 
்‌ a 
b b 
எனவே, | f(x) (x)dx = | f(x) 0௦09. 
a - a 


5.5. ஒருபோக்கு ஏறும்‌ தொகுப்பான்கள்‌ மமல்‌ மற்றும்‌ கீழ்‌ தொகையீடுகள்‌ 
310. வரையறை 

[a, b]-ல்‌ ஒரு பிரிவினை ஒ மற்றும்‌, 
ய்ய = sup{f(x): x€[Xk-1, Xk]} 


(1) = inf{ f(x): xe[Xk1, 2) என்க. 


UP, f= * Myf Ao 
1] 


LP,£ a) = 2 ரூ) Ao 
=| 


என்ற எண்கள்‌ முறையே, பிரிவினை P-ன்‌ 6- ஐப்‌ பொறுத்து £-ன்‌ மேல்‌ மற்றும்‌ கீழ்‌ 
ஸீடீலிஜெஸ்‌ கூடுதல்கள்‌ எனப்படும்‌. 
குறிப்பு: 

எப்பொழுதும்‌, (8) 2 நடு ஆக இருக்கும்‌. [2, 6]-ல்‌ 6 ஏறும்‌ சார்பு 
எனில்‌, Ao > 0. எனவே, 170) (1) 00) < Mk«(f) Ao. 


— L(P, £, a) < U(P, f£, a) 
மேலும்‌, 1€[*ட, %பி எனில்‌, L(P, £, at) < SP, £, a) < U(P, £, a). 
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இது % ஏறும்‌ சார்பாக அமையவில்லை எனில்‌, இந்த சமனின்மை பொருந்தாது. 
கீழ்க்காணும்‌ தேற்றம்‌, ௦ ஏறும்‌ சார்பு ஆக இருக்கும்‌ போது, பிரிவினையின்‌ 

மிமன்மையாக்கம்‌ கீழ்‌ கூடுதலை அதிகமாக்கவும்‌, மேல்‌ கூடுதலைக்‌ குறைக்கவும்‌ 
செய்யவும்‌ என்பதை எடுத்துக்காட்டுகிறது. 
5.11. தற்றம்‌ 

[2, 0]-ல்‌ 0 ஏறும்‌ சார்பு என்க. 
(அ) ஒ-ன்‌ மென்மையாக்கம்‌ 1” எனில்‌, ப(P', f, 0) < U(P, £, 6) மற்றும்‌ 

L(P.,f£a)zL(P, fa) 

(ஆ) P| மற்றும்‌ ௪, என்ற இரு பிரிவினைகளுக்கு, (1, 1 ௦) 5 U(Pz, f, 00). 
நிறுவல்‌: 

(௮) இத்தேற்றத்தை, ஒ'-ல்‌ ஒ-ஐ விட ஒரே ஒரு புள்ளி ௦ மட்டும்‌ கூடுதலாக 
இருக்கும்‌ போது, நிறுவினால்‌ போதுமானது. 
P-ன்‌ 1-ஆவது உள்‌ இடைவெளியில்‌ ௦ உள்ளது எனில்‌, ( 31 ௬ 6 ௩ %;) 
UP", 5 o9= 2 Ms) Aa + M'la(®) -as)] + Mlo() - o(e) 

[ச] 

M', ந” என்பன முறைய [%;, 0], [0, %;] என்ற இடைவெளிகளில்‌, ௦ன்‌ 
மமன்மங்கள்‌ (5) ஆகும்‌... மேலும்‌, ]4' 5]4(1) மற்றும்‌ 14 2 140) 
எனவ, ப(P', f, «) - U(P, f£, ot) 
M'[a(e) - a(x] + M" [a(x) - a(e)] - MPL [80 - ல] 
[M' - கிடு [ox(c) - a(xi-1)] + [M" - Mi(D)] மி - a(c)] < 0. 
எனவே, U(P', f, x) < U(P, f, «) 


| 


| 


இதைப்‌ போலமவ, 
LP) = 2 m(f) Ao + m'[a(c} - a(x1)] + m”[a( x) - 6(0)] 


m’ = inf f(x), XE[Xi1, 0], 171 = inf f(x), xe[c, Xj]. 
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எனவே, 11 2 (1) மற்றும்‌ ஈ'' 2 ஈடி(1) 
L(P,£a)-L(P, £0) 
= m'[o(c) - a(xs-1)] + ஈட [a(x;) - a(c)] - mi(P[ [a(x - வடட] 
- [m' - m{()] [a(c) - a(xi-1)] + [m" - m()] [o(x;) - a(c)] > 0. 
எனமவ, L(P'. £f, «) 2 L(P, f, a) 
[அ] P= PUP, என்க. 
L(P. fa) <L(P, fa) < U(P, fo) < U(P,, f, a) 
எனவே, 1(P,, fa) < U(P>, f, ox) 
குறிப்பு 
0. ஏறும்‌ சார்பாக அமையும்‌ போது, 
160) -0(8)] < L(P1, £, a) < U(Pz, £, «) < M[a(b) - a(a)] 
இங்கு,  M sup{ f(x): xe[a, b]} 
m = inf{ f(x): xe[a, b]} 
5.12. வரையறை 
[8, 0]-ல்‌ ௦௨ ஏறும்‌ சார்பு. 0-ஐப்‌ பொறுத்து, நன்‌ மேல்‌ ஸிடீலிஜெஸ்‌ 
தொகையீடு, 


-b 
| fda = inf{U(P, f, a): Pe ©[a, b]} எனவும்‌ கீழ்‌ ஸீடீலிஜெஸ்‌ தொகையீடு, 


சே 


ந்‌ fda = sup {L(P, f, «): Pe ஐ[& b]} எனவும்‌ வரையறுக்கப்டுகிறது. 


குறிப்பு: 

சில நேரங்களில்‌, மேல்‌ மற்றும்‌ கீழ்‌ தொகையீடுகள்‌ முறையே, 16 ஐ,1) 
எனவும்‌ குறிப்பிடப்படுவதுண்டு. 

020) = % என்ற வகையில்‌, மேல்‌ மற்றும்‌ கீழ்‌ கூடுதல்கள்‌ முறையே ப(?, 1) 
மற்றம்‌ 1,(1, £) எனக்‌ குறிக்கப்பட்டு, மேல்‌ மற்றும்‌ கீழ்‌ ரீமன்‌ கூடுதல்கள்‌ என 
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-b b 
அழைக்கப்படும்‌. அதற்கு இசைந்த தொகையீடுகள்‌, | 1(%) 4%, | i(x) dx 
a -2 


என்பன முறைய மேல்‌ மற்றும்‌ கீழ்‌ தொகையீடுகள்‌ என அழைக்கப்பெறும்‌. 
இவைகள்‌, ].G. டார்போ (1875) என்பவரால்‌ அறிமுகப்படுத்தப்பட்டது. 
5.13. நேற்றம்‌ 
[8, b]-ல்‌ ௦ ஏறும்‌ சார்பு எனில்‌, [(, ௦) ௩ 1(£, ௦0). 
நிறுவல்‌: 
£ > 0 எனக்‌ கொடுக்கப்பட்டுள்ளது என்க. 
I(f, o) = inf {U(P, £, a): Pe p[a, b]}. 
எனவே, P, என்ற பிரிவினை, ப(P,, £௨) ௩ 1(£ ௦) + £ என அமையும்‌ 
தேற்றம்‌ 5.11-ன்‌ படி, 1( &) + £ ஆனது, அனைத்து கீழ்‌ கூடுதல்‌ 1,(, £, ௦)- 
க்கு மேல்வரம்பாக அமையும்‌. எனவே, 1(£, ௦) & 1(£,௦) +. 
82: 0 ஏதேனும்‌ ஒரு எண்‌ என்பதால்‌, 1(£ ௨) & 1(£, ஐ) ஆகும்‌. 
5.14. எடுத்துக்காட்டு 
0(%) = X என்க. ர என்ற சார்பு, [0, 1]-ல்‌ 
12) =|1, % விகிதமுறு எண்‌ எனில்‌ 
ட X விகிதழுறா எண்‌ எனில்‌ 
என வரையறுக்கப்பட்டுள்ளது. [0, 1]-ல்‌ அனைத்து பிரிவினைகளுக்கும்‌, /,(£) = 1, 
ஈடி(1) - 0 (ஏனெனில்‌, அனைத்து உள்‌ இடைவெளிகளும்‌ விகிதமுறு மற்றும்‌ 
விகிதமுறா எண்களைப்‌ பெற்றிருக்கும்‌. அணைத்து P-க்கு U(P, 9- 1, L(P, f)= 0. 


-b ட 
எனவே, [8, 5]- [0, 1]-க்கு, | fdx= 1, [fdx=0. 
8. -a 


ஆகையால்‌, 1(1, 0) “ I(f, ல்‌. 


ந்‌ ரீமன்‌- ஸீடீலிஜெஸ்‌ தொகையம்‌ 


ரீமன்‌ நிபந்தனை 
5,15. வரையறை 
அனைத்து € > 0-க்கு, பிரிவினை P-ன்‌ மென்மையாக்கம்‌ 1, ஆனது, 
0 < U(P, f, a) - L(P, £, «) < € என இருக்குமானால்‌, [8, 0]-ல்‌ பப்‌ 
பொறுத்து ர ஆனது ரீமன்‌ நிபந்தனையை நிறைவேற்றுகிறது என்போம்‌. 
5.16. தேற்றும்‌ 
[a, b]-ல்‌ ௦: ஓர்‌ ஏறும்‌ சார்பு எனில்‌, பின்வரும்‌ கூற்றுகள்‌ சமானமானவை. 
(அ) [8, b]-ல்‌ feR(a) 
(அ) [2, 6]-ல்‌ 0-ஐப்‌ பொறுத்து £ ரீமன்‌ நிபந்தனையை நிறைவேற்றும்‌ 
இ) 16-16. 
நிறுவல்‌: 
(அ) - (அ) 
[2, 0]-ல்‌ 121%(௦0) என்க. 
(0) - (8) எனில்‌, (அ) அற்ப வகையாகும்‌. 
எனமவ, (8) ௩ (0) என்க. 
பிகாடுக்கப்பட்ட 8 > 0-க்கு 1-ன்‌ மென்மையாக்கம்‌ 1; மற்றும்‌ [1 3பு-ன்‌ 


1]. ழ்‌ ° [ 
அனைத்துப்‌ புள்ளிகள்‌ £ட, 1-க்கு, | 3: நீரு) ௦ ௮| £ &/3 மற்றும்‌ 
k=1 
1] 
| ட்‌ 1௫) Aol - A| < 873 என அமையும்‌. 
b 
இங்கு, &- [௦ 
9 


இந்த இரு சமனின்மைகளை இணைக்க, 


2 [119-1௫9] Aor | < 2€/3. 
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மலும்‌, (டு -m«(f = மார்டி - f(x): x, x'E[Xk1, 3]) என்பதால்‌, 
அனைத்து ॥ > 0-க்கு 1) 1! என்ற புள்ளிகளை, 
f(t) - f(t) > Mf) - டி — h எனத்‌ தேர்ந்தெடுக்கலாம்‌. 


& ன்‌ 
டு] ல்‌ 


UP,fo)-LP,£o) = 2 [M48 - ஐ] Ac 
4 2 [86 - f(t]Aou + 12. Ao 
< 28/3 + ரு) னி [a(b) - a(a)] = 
எனவே, (அ ௯ (ஆ) 
அடுத்ததாக, (ஆ) (இ) என நிறுவ வேண்டும்‌. 
[8, b]-ல்‌ 0-ஐப்‌ பொறுத்து, 1 ரீமன்‌ நிபந்தனை நிறைவேற்றுகிறது என்க. 
௨3 0 கொடுக்கப்பட்டுள்ளது எனில்‌, பிரிவினை P,-ன்‌ மென்மையாக்கம்‌ 1 என்ற 
பிரிவினை ௫, 1, ௦) < L(P, £, «) + £ என அமையும்‌. 
இந்த Pris, I(<UP,f£o)< LP,fa)+reclfa)+e 
அதாவது, [£ வ)<I(f£a)+E,E>0 
எனவே, 151) 
ஆனால்‌, 18 ஐ) & 16) (தேற்றம்‌ 5.13.). எனவே, [(£, ௨) - 1 
(ஆ) ௯ (இ நிறுவப்பட்டது. 
இறுதியாக, 1(£, 6) - 1(£ ௦0 என்க. 


இவைகளின்‌ பொதுவான மதிப்பு A என்க. 


0 
! 1 00. இருக்கிறது ௭ ன்றும்‌ அதன்‌ மதிப்பு A எனவும்‌ நிறுவுவோம்‌. 
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£ > 0 கொடுக்கப்பட்டுள்ளது எனில்‌, பிரிவினை P-ன்‌ மென்மையாக்கம்‌ 1, என்ற 
பிரிவினை, 
U(P, f, a) < 16) + £ எனத்‌ தெரிவுச்‌ செய்யலாம்‌. 
1,” என்ற பிரிவினையை, (2, £, 0) > I(f, a) - €. 
அனைத்து P-ég P ௮ P," எனத்‌ தெரிவுச்‌ செய்க. 
எனவே, P, = P.'பP,” எனில்‌, 1, “ன்‌ மென்மையாக்கம்‌ -ஐ 
If a)-e<L(P,fa)<S(P,fa)<U(P,fa)< 17 8 எனத்‌ 
தெரிவு செய்யலாம்‌. 
ஆனால்‌, 1(£, ௨) ௪ 1(£ ௮) ௪ A என்பதால்‌, 1,217, 1500, 6)-க] “8. 
எனவே, [்‌ 0௦ இருக்கிறது. அதன்‌ மதிப்பு &. 
மதற்றத்தின்‌ நிறுவல்‌ நிறைவடைகிறது. 
5.6. ஒப்பீடு தேற்றங்கள்‌ 
5.16. மதேற்றம்‌ 
[8, b]-ல்‌ ௦ ஏறும்‌ சார்பு என்க. [8, 9]-ல்‌ நீ€15(00) மற்றும்‌ த€1$(60). 


அனைத்து 3$6[8, 01-க்கு 16) 2 ஐ) எனில்‌, ] f(x) da(x) < ? g(x) 005) 
a a 


நிறுவல்‌: 


அனைத்து பிரிவினை க்கு, 
S(P,fa) = ¥ (tA 
k=] 
1] 
5(2, ௦) = ட்‌ ஐ(10&00, 


[a, b]-ல்‌ ௮ ஏறும்‌ சார்பு, க [2, 0]-க்கு 16) ₹ 205) என்பதால்‌, அனைத்து 
1-க்கு, S(P, f, o) < S(P, g, 00. 
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feR(a) > அனைத்து 82 0-க்கு [8, b]-ல்‌ P;' என்ற பிரிவினை, அனைத்து 


b 
P>P,'-é | S(P, £, «) - | i(x)da(x))| < 8 என அமையும்‌. 
a 


b 

உல > P,” என்ற பிரிவினை, P௮P,"-க்க IS(P, த a) - f g(x)do(x)|<E 
a 

P, = PU Py" என்க. எனவே, அனைத்து P௮P,-க்கு, 


| S(P, f, ox) - oda) “8, 
a 
| S(P, g, ox) - | g(x)da(x)|<€ 
a 
S(P, f, a) < S(P, g, 0) => Pood) < 5090௦09) 
a a 


5.18. தேற்றம்‌ 
[&, b]-ல்‌ ௦ ஏறும்‌ சார்பு. [&, ]-ல்‌ fER(௦:) எனில்‌, [1 | (௦). மேலும்‌, 


b b 
| | f(x)da(x) |< | f(x) da(x) 


நிறுவல்‌: 
வரையறை 5.10-ன்‌ குறியீடுகளைப்‌ பயன்படுத்த, 

M4(f) - m{(f) = sup{f(x) — f(y): x, y€[Xk1, Xk]}; 
101-115 நி) - 10) என்ற சமனின்மை எப்பொழுதும்‌ உண்மை 
என்பதால்‌, 
(மி) - me(lfl) = M4(f) - ஈடு. 

1] n 
ற்‌ [1 014ி) - ரிழரி)] Aox < | [M4(f) - m(1)] Ao 


2 [8, 0]-ல்‌ அனைத்து பிரிவினை “க்கு, 
U(P, If, a) - L(P, If, a) < U(P, £, a) - L(P, £, 0) என அமையும்‌. 
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ரீமன்‌ நிபந்தனையைப்‌ பயன்படுத்த, (, | £|, ௦) - 1,171 |, a) 8 
எனவே, | f| € R(x) 
அனைத்து %௪[a, b]-க்கு £(%) 5 | 11020) என்பதால்‌, தேற்றம்‌ 5.16 ஐ | ரீ| எனப்‌ 


பயன்படுத்த, | 998869) |S [If 8609 
a a 


குறிப்பு 
'இதன்‌ மறுதலை உண்மையல்ல. |, b]-ல்‌ வரையறுக்கப்பட்ட £ என்ற சார்பு, 
f(x) = 1, இ விகிதமுறு எண்‌ 
| -1, ஆ விகிதமுறா எண்‌ 
அனைத்து 3%6[8, b]-க்கு, (1(25)] ௪ 1. 


002) = X என்க. 


b | 
ஆகையால்‌, | | € R(0:) மற்றும்‌ | fe 0-௧. 
a 
-b b 
ஆனால்‌, [ரஈb-a, [fdx=-(b-q >is R(o). 
9 9 | 


5.19. தற்றம்‌ 
[உ 1-ல்‌ ௦ ஏறும்‌ சார்பு என்க. [8, 6]-ல்‌ ரீ£R(௦) எனில்‌, £ €R(அ). 
நிறுவல்‌: 
வரையறை 5.9-ன்‌ குறியீடுகளைப்‌ பயன்படுத்த, 
நரம) = [401 mf?) = [ma 11 
ஆகவே, Me(f?) - m(f) = [Mx( £1) + m( £1] [Ms( fh) - ௩0 £1] 
< 212010) - md f))] 
இங்கு, M என்பது [8, 0]-ல்‌ | £ |-ன்‌ மமேல்வரம்பு. 


॥ 2 2 ॥ ள்‌ 
ம்‌ [111 ) - பூழ்‌ )] ௧௦5 214 2 [M.( f | - m( £1] 
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[8, b]-ல்‌ அனைத்து பிரிவினை 1?-க்கு, 

U(P, f°, a) - L(P, f°, a) < 2M [U(P, |f|, a) - L(P,|f |, a)] 
feR(a) 2 (1| € R(a) 

82” 0 பகொடுக்கப்பட்டுள்ளது என்க. 

அனைத்து %-க்கு U(P, | f|, a) - LP, |f|l,a)<e 

எனவே, £ 2-ம்‌ ரீமன்‌ நிபந்தனையை [2, 1-ல்‌ நிறைவேற்றும்‌. 
ஆகையால்‌, £ ‘ER(a). 


5,20. நேற்றம்‌ 

[3, b]-ல்‌ ௦ ஏறும்‌ சார்பு என்க. [8, 6]-ல்‌ 1615(0), geR(a) எனில்‌, 
1. ஐ€]$(00). 
நிறுவல்‌: 

2100. g(x) = [800 + go? - [OOP - [௪097 
தேற்றம்‌ 5.19-ஐப்‌ பயன்படுத்த, £.ஜ€ (0). 
5.7. வரம்புறு மாறல்‌ தொகுப்பான்கள்‌ (1றtegrators of Bounded Variation) 
5.21. தெற்றம்‌ 

[a, b]-ல்‌ ௦ வரம்புறு மாறல்‌ சார்பு. ௨ * 3 0 எனில்‌, V(%) என்பது [8, ]-ல்‌ 
௦-ன்‌ மொத்த மாறல்‌. V(௮) - 0 என்க. [8, 6]-ல்‌ 1 வரையறுக்கப்பட்ட வரம்புடைய 
சார்பு. [8, b]-ல்‌ ர€1%(00) எனில்‌, [&, 6]-ல்‌ 161%(*/), 
நிறுவல்‌: 

V(b) = 0 எனில்‌, V மாறிலி. எனவே, தேற்றம்‌ அற்பமானது. 
V(b) > 0 என்க. 
மலும்‌, ௬ €[௮, b] எனில்‌, |1(%)| ௫5 M என்க. 
V ஏறும்‌ சார்பு என்பதால்‌, [&, b]-ல்‌ V-ஐப்‌ பொறுத்து ரீ ரீமன்‌ நிபந்தனை 
நிறைவேற்றும்‌ என பரிசோதித்தால்‌ போதுமானது. 
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£ > 0 கொடுக்கப்பட்டுள்ளது என்க. ;-ஐத்‌ தெரிவு செய்க. ,-ன்‌ மென்மையான 
அனைத்து பிரிவினை P-க்கு மற்றும்‌ [%-1, £]-ல்‌ புள்ளிகள்‌ 1), 1 -க்கு, 


> [f(t - f(t] கி] < 8/4. 

ணு 

மற்றும்‌, V(b) = sup{ > க[$ ௮ VW) < 2 Ao | + &/4M 
ணு] =| 


P,-ன்‌ மென்மையான பிரிவினை க்கு, 


6: [மு -ஊூ௫ு] (AVk - கிவ) < €/2 


n 
மற்றும்‌, ட்‌ [1/0 - ௫] கழ < 8/2 என நிறுவுவோம்‌. 
P,-ன்‌ மென்மையான பிரிவினை “க்கு, &/ட- |A௦டி| 2 0 என்பதால்‌, 
பட்டி று 
(1) தி [|] -ரு] (AVk - lAowl) 5 2M ட்‌ (AVk - [Aatk|) 
= 2M(V(b)- ¥ |Aonl<e/2 -~-(2) 
k=] 
(ii)  A(P) = {k: Aa 2 0}, B(P) = {k: Ao < 0} 
h = £/(4V(b)) என்க. 
&கA(P) எனில்‌, டி 1% - இவைகளை, ரி௫) - நிரு) ௪ MO) - (8) - h எனத்‌ 
தெரிவு செய்க. 
keB(P) எனில்‌, tL. (இவைகளை, 1(12) = (1) > M.D) ன்‌ 10,(1) —-h எனத்‌ 
தெரிவு செய்க. 


உ [MO -m@laod < 5. நிழ - taal + 
1] keA(P) 


> [100 - ftlAad +h > Aa 
keB(P) |] 


n n 
2 (6d - fe )]Aow +h 2. [Ao 
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< £/4+hV(b)=e/4+e/d=eg/2  ----- (3) 

சமனின்மைகள்‌ (2), (3)-ஐக்‌ கூட்ட, 
U(P,£, V)- L(P, £, V) < £, ஆகையால்‌, feR(V). 
5.22. நேற்றம்‌ 

|8, 0]-ல்‌ ரீ வரம்புறு மாறல்‌ சார்பு, [8, b]-ல்‌ ரfீ௲R(௦) எனில்‌, [&, ]-ன்‌ 
அனைத்து உள்‌ இடைவெளி [௦, 0]-ல்‌ fகR(௦). 
நிறுவல்‌: 

[8, %]-ல்‌ 0“ன்‌ மொத்த மாறல்‌ V(X) என்க. (8-0 
a = V -(7-00) என எழுதினால்‌, V, V-0 இவைகள்‌ இரண்டும்‌ [8, ]-ல்‌ ஏறும்‌ 
சார்புகள்‌. (தேற்றம்‌ 4.29) 
தேற்றம்‌ 5,21-ன்‌ படி, fER(V). 
எனவே, [8, 61-ல்‌ fEeR(V - 00. 

இத்தேற்றம்‌, ஏறும்‌ தொகுப்பான்களுக்கு சரியாக இருக்குமானால்‌, [௦ , 4]-ல்‌ 
feR(V), மற்றும்‌ feR(V-a) எனில்‌, [6, 0]-ல்‌ feR(a). 
[8, b]-ல்‌ 00 என்ற ஏறும்‌ சார்புக்கு இத்தேற்றம்‌ நிறுவினால்‌ போதுமானது. 


C d 
இதனை நிறுவ, [£0௦ மற்றும்‌ | 1 4௦ இருக்கின்றன என நிறுவினால்‌ போதுமானது. 
a a 


(தேற்றம்‌ 5.5) 

a<c <b என்க. 

[8, ஏ]-ன்‌ ஒரு பிரிவினை எனில்‌, [8, X] உடன்‌ இணைந்த மேல்‌ மற்றும்‌ கீழ்‌ 
கூடுதலின்‌ வேறுபாடு A(ஒ, %) என்க. 

AP, x)= UP, £,a)- L(P, fa) 

[8, b]-ல்‌ கR(௦) என்பதால்‌, ரீமன்‌ நிபந்தனை நிறைவேறும்‌. 
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& 5 0 கொடுக்கப்பட்டிருப்பின்‌, [2, b]-ன்‌ பிரிவினை க்கு, ன்‌ 
மென்மையான பிரிவினை 1, &(1, b) ௩ 8 என அமையும்‌. 
ce P. என்க. 
'[2, ]-ல்‌ ன்‌ புள்ளிகள்‌, [8, ௦]-ல்‌ P,' என்ற பிரிவினையை உண்டாக்கும்‌. 
[8, 6]-ல்‌ P,'-ன்‌ மென்மையான பிரிவினை P' எனில்‌, P ஈ ப P, ஆனது 1”-ன்‌ 
புள்ளிகளையும்‌, [0, b]-ல்‌ P,-ன்‌ புள்ளிகளையும்‌ பெற்ற [8, b]-ன்‌ பிரிவினையாக 
அமையும்‌. 
எனவே, A(ஒ', ௦) -ல்‌ வரையறுக்கப்பட்ட கூடுதலில்‌, &(1, ௦)- ன்‌ வரையறுக்கப்பட்ட 
கூடுதலின்‌ உறுப்புகளின்‌ சில பகுதியை மட்டும்‌ பெற்றிருக்கும்‌. ஒவ்வொரு உறுப்பும்‌ 
குறை மதிப்பற்றதாக இருக்கும்‌. மேலும்‌, ஒ ஆனது, ஐ விட மென்மையானது 
என்பதால்‌, A(P', c) < A(P, b) <€: 
அதாவது, "5 P,' = A(P,c) <e. 


௦ 
எனவ, [8, எ]-ல்‌ ரீ ரீமன்‌ நிபந்தனையை நிறைவேற்றும்‌. மேலும்‌, [1 ௦ இருக்கும்‌. 
ட. 
0 
இதைப்‌ போலவே, [10௦ இருக்கும்‌. 
9 
0 
மதற்றம்‌ 5.5-ன்‌ படி, [10௦ இருக்கும்‌. 
௦ 


பின்வரும்‌ தேற்றம்‌, தேற்றங்கள்‌ 5.20, 5.18 மற்றும்‌ 5.20 இவைகளின்‌ பயன்பாடு 
ஆகும்‌. 
5.23. நேற்றம்‌ 

[8, b]-ஸ்‌ feR(a) மற்றும்‌ 2€1%(00) என்க. ௦: என்பது [&, b]-ல்‌ ஏறும்‌ சார்பு. 
வண பலம்‌ [10 da(t), 0 = [800 (ட) எனில்‌, feR(O, 


geR(F). மேலும்‌, [a, 5]-ல்‌ f.gER(oy). 
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b b b 
மேலும்‌, ] f(x) g(x) ௦0௨) - | 138) G(x) = ] g(x) dF(x). 
நிறுவல்‌: 
மதற்றம்‌5.20-ன்‌ படி, Pg 00 இருக்கும்‌. 
a 


[8, 01-ன்‌ அனைத்து பிரிவினை வ்யூ 


| 


S(P, 60) ம்‌ f(t) { 2(9) da(t) 


“k-1 


| {(t,) ஐ(1) da(t) 
*k-1 


bh 
மேலும்‌, 110) 80 do(x) = ல்‌ ர்‌ ர்‌ு (9 8௦(9 


1 “01 
எனவே, ), - sup{|g(x)|: €[8, b]} எனில்‌, 


b Xk 
S(P,£G)- [fedol =|> [7 [RE - f0] g® da(d| 
5 K=1 Xe] 
X 


n k 
M, >. | I) -fWlda® 
k=1 xX 


IA 


X 
n k 
< 142) [MO-m,@]da(@t) 
k=1 % 
k-1 
த M, (ப்‌, 1, ௦) ்‌ L(P, ர, 00)7 
1£R(௦) என்பதால்‌, அனைத்து 82 0-க்கு, மற்றும்‌ 1, என்ற பிரிவினை, அனைத்து 
P > P,-க்க, UP, £ a) - 10,717) 8 என அமையும்‌. எனவ, [8, 1-ல்‌, 


b b 
1£R(G) ஆகும்‌. மேலும்‌, | f(x) G(x) = | 1(X) 2(2) வ௮(X ) ஆகும்‌. 
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b b 
இதைப்போல்‌, [8, 5]-ல்‌ ஜகR(F) மற்றும்‌ [120௦ - [த 017 என நிறுவலாம்‌. 
a a 


குறிப்பு: 
[2, b]-ல்‌ ௦ வரம்புறு மாறல்‌ சார்பு எனினும்‌, இத்தேற்றம்‌ உண்மையாகும்‌. 


ரீமன்‌-ஸீடீலிிஐஸ்‌ தொகையீடுகள்‌ இருத்தலுக்கான போதுமான நிபந்தனைகள்‌ 
முந்தைய தற்றங்களில்‌, சில தொகைமீடுகள்‌ இருப்பதாகக்கொண்டு அதன்‌ 
பண்புகளைப்‌ படித்தோம்‌. இப்போது, இவ்வகையான தொகையீடுகள்‌ இருக்கும்‌ 
என்பதற்கான இரு போதுமான நிபந்தனைகளைப்‌ பின்வரும்‌ க ண்வளிக்‌ 
காண்மபாம்‌. 
5.24. மதற்றம்‌ 

[8, b]-ல்‌ £ தொடர்ச்சியானதாகவும்‌, ௦ வரம்புறு மாறல்‌ சார்பாகவும்‌ இருப்பின்‌, 
[a, 0]-ல்‌ f eR(a). 
நிறுவல்‌: 

௦ ஆனது ஏறும்‌ சார்பாகவும்‌, (௨) < 60) எனக்‌ கொண்டு, இத்தெற்றம்‌ 
நிறுவினால்‌ போதுமானது. 
[, b]-ல்‌ 1-ன்‌ தொடர்ச்சி, அதன்‌ சீரான தொடர்ச்சியைத்‌ தரும்‌. எனவே, 82 0 
கொடுக்கப்பட்டிருப்பின்‌, 6 2 0 (6-ஐ மட்டும்‌ பொறுத்து) என்ற எண, 
x - y|<6 > |[f(x) - f()| < 86/4 எனக்‌ காணலாம்‌. 
A =2[a(b) - a(a)]. 
P.-அனது |] 4 6 என அமையும்‌ பிரிவினை எனில்‌, P,-ஐ விட மென்மையான 
பிரிவினை “க்கு, நீடு - (௫) 2 E/A. 
ஏனெனில்‌, (8) - mf) = supf f(x) - f(y): x, 9 E[Xk1, Xk] 
எனவே, * [MO - m(f)]Ao (6/க) 2 Ao 
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அதாவது, U(P,£0௦)- L(P, fa) < (£/A) ¥ Aoy=e/2<e 
k=1 

எனவே, [8, 5]-ல்‌ f €R(அ). 


குறிப்பு: 

மதற்றம்‌ 5.7-ன்‌ படி, இத்தேற்றத்தில்‌ 1 மற்றும்‌ 0-ஐ மாற்றியமைக்க, இரண்டாம்‌ 
போதுமான நிபந்தனை கிடைக்கும்‌. 

மதற்றங்கள்‌ 5.24 மற்றும்‌ 5.7-ல்‌ (0) - % எனக்‌ கொண்டால்‌, கீழ்காணும்‌ 
மதற்றம்‌ கிடைக்கும்‌. 
5.25. நேற்றம்‌ 


b 
ரீமன்‌ தொகையீடு | 1(%) 0% இருப்பதற்கு 
a 


(அ  [2, b]-ல்‌ 1 தொடர்ச்சியானது 
(ஆ 18, ஸ]-ல்‌ f வரம்புறு மாறல்‌ சார்பு என்ற ஒவ்வொரு நிபந்தனையும்‌ 
போதுமானது. 


ரீமன்‌-ஸீடீலிஜெஸ்‌ தொகையீடுகள்‌ இருப்பதற்கான தேவையான நிபந்தனைகள்‌ 
தொகையீடு இருக்க வேண்டுமானால்‌, வலப்புற அலல்து இடப்புற 
தொடர்ச்சியின்மைகள்‌ விலக்கப்பட வேண்டும்‌ என்பதைப்‌ பின்வரும்‌ தேற்றம்‌ 
எடுத்துக்காட்டுகிறது. 
5.26. தேற்றம்‌ 
[8, b]-ல்‌ 0 ஏறும்‌ சார்பு ௨ ௨ “₹ என்க. ஏ * 0ல்‌ 0; மற்றும்‌ 1 ஆகிய 
இரண்டு சார்புகளும்‌ பொதுவான வலப்புற தொடர்ச்சியின்மையைப்‌ பெற்றிருக்கிறது 


என்க. அதாவது, கொடுக்கப்பட்ட 8 2 0-க்கு ஏற்றவாறு 6 2 0 என்ற எண்‌, எல்லா 
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x,y €(c, 06)-ல்‌, [f(x) - f(c) 2 6 மற்றும்‌ |) - 6(20)] 2 8 என அமையும்‌ 


b 
எனில்‌, [1(22) (4) இருக்க முடியாது. 
8 
இதைப்போலவே, 6-ல்‌ % மற்றும்‌ நீ இடப்புற தொடர்ச்சியின்மையைப்‌ 
0 
பெற்றிருந்தாலும்‌, 16) ி௦(X) இருக்காது. 
நிறுவல்‌: 
[உ 0]-ன்‌ ஒரு பிரிவினை P என்க. மலும்‌, C&P என்க. 
n 
U(P, 1, 0) i டம்‌, 1, 0) ஸ்‌ | [M4(1) ்‌ 1, (1) 140டி 
1- ஆவது உள்‌ இடைவெளியின்‌ இடப்புற முனைப்புள்ளி 6 ஆக அமையுமானால்‌, 
U(P, 1, 00) ட்‌ L(P, ர்‌, 0) [10 றா m(D] [0(x;) ட 0(0)] 
ஏனெனில்‌, கூடுதல்‌ ஒவ்வொரு உறுப்பும்‌ 2 0. 
6 ஆனது பொதுவான வலப்புற தொடர்ச்சியின்மைப்புள்ளியாக இருக்குமெனில்‌, 
0) என்பது 0026) - 01(6) 2 8 எனுமாறு தெரிவுச்‌ செய்யப்படுகிறது என்க. 
மமலும்‌, நீதற்றத்தின்‌ கருதுகோளின்‌ படி, (1) - () 2 8. 
எனவே, 10,1%-10, 12௨. 
b 
ஆகவே, ரீமன்‌ நிபந்தனை நிறைவேற்றப்படலில்லை. ஆகையால்‌, | 5(%) 0௦%) 
A 


இருக்காது. 
இது போல, ஆனது பொதுவான இடப்புற தொடர்ச்சியினமையாக இருப்பினும்‌, 
இதே போன்று நிறுவலாம்‌. 


மிமய்யெண்‌ பகுப்பியல்‌ 182 


5,8. ரீமன்‌-ஸீடீலிறெஸ்‌ தொகையீடுகளின்‌ இடைமதிப்புத்‌ தேற்றங்கள்‌ 
5.27. தேற்றம்‌ (முதல்‌ இடைமதிப்புத்‌ தேற்றம்‌) 

[8, b]-ல்‌ 0 ஏறும்‌ சார்பு. மற்றும்‌ 1€1%(6) என்க. (1(20): 618, 0]) என்ற 
கணத்தின்‌ மேன்மம்‌, தாழ்மம்‌ முறையே 198, | எனில்‌, ₹ ௦ 314 என அமையும்‌ 6 
என்ற மெய்யெண்‌, [0 0808) = c 14௦09 = c[a(b) - «(a)] எனுமாறு 
இருக்கும்‌. 

குறிப்பாக, [2, b]-ல்‌ ரீ தொடர்ச்சியானது எனில்‌, ஏதேனும்‌ ஒரு X௦€[2, ]-க்கு 
௦ ஈ 1(Xo) ஆகும்‌. 
நிறுவல்‌: 

(வி - (௫) எனில்‌, இரு பக்கங்களின்‌ மதிப்பு பூஜ்யம்‌ என்பதால்‌, மதேற்றம்‌ 
நிறுவப்படுகிறது. 

0((8) ₹ 6() என்க. அனைத்து மேல்‌ மற்றும்‌ கீழ்‌ கூடுதல்கள்‌, 
m[a(b) - a(a)] ₹10, 1 < UP, £ a) 3 140) - a(a)]-m 


b 
நிறைவேற்றுவதால்‌, [14 என்ற தொகையும்‌ இவ்விரண்டு வரம்புகளுக்குள்‌ 
a 





அமையும்‌. 
b 
[fda 
எனவே, ஈவு ௪ gn ஆனது 11 மற்றும்‌ M இவைகளுக்கிடையில்‌ அமையும்‌. 
{da 
a 


b b 
ஆகையால்‌, | f(x) da(x) = c | da(x) = c[a(b) - a(a)] . 


[8, 0]-ல்‌ 1 நிதொடர்ச்சியானது எனில்‌, இடைநிலை மதிப்புத்‌ தேற்றம்‌ பயன்படுத்த, 
c = f(Xo), €[8, 0]. 
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5.28. தேற்றம்‌ (இரண்டாம்‌ இடை மதிப்புத்‌ தேற்றம்‌) 


[8, b]-ல்‌ ௦ தொடர்ச்சியானது மற்றும்‌ 1 ஏறும்‌ சார்பு எனில்‌, X௦€[2, 6] 
b “0 b 
என்ற புள்ளி | 1%) 865) ௪ £(௮) | வவ) +1(0) | a(x) எனுமாறு அமையும்‌. 
9 da 0 
நிறுவல்‌: 


b b 

10) da(x) = i(b)a(b) ~ i(a)a(a) - | a(x) 04106) ( தேற்றம்‌ 5.7) 
a a 

வலப்புற தொகையத்திற்கு தேற்றம்‌ 5.27 பயன்படுத்த, 


b 
| a(x) di(x)= (Xo) [1(D) -1(8)1. ஆகையால்‌, 
b 
12) do(x) = f(a)la(xo) - o(a)] + i(b)[ a(b) - o(xo)], Xo€ ja, 6]. 
“0 b 
f(a) | da(x) 410) | da(x) 
a Xo 


5.9. இடைவெளியின்‌ சார்பாக அமையும்‌ தொகையீடு 
[a, 0]-ல்‌ 1€R(௨௦), ௦ வரம்புறு மாறல்‌ சார்பு எனில்‌, அனைத்து ௬௧ [2, b]-க்கு 
X 
[1 ௦ இருக்கும்‌. இதனை, இங்கு உன்‌ சார்பாக அறியலாம்‌. 
a 
5.29. மதற்றம்‌ 
Xx 
[2, 0]-ல்‌ £ வரம்புறு மாறல்‌ சார்பு, மற்றும்‌ 1€ (௦) என்க.. ஈட) ௪ | £ 0௦ என 
a 
1' வரையறுக்கப்படுகிறது எனில்‌, 
(அ) [&, b]-ல்‌ 1* வரம்புறு மாறல்‌ சார்பு, 
(ஆ) ன்‌ ஓவ்வொரு தொடர்ச்சிப்புள்ளியும்‌ “ன்‌ தொடர்ச்சிப்‌ புள்ளியாக 
இருக்கும்‌. 
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(இ) [8, 0]-ல்‌ 6 ஏறும்‌ சார்பு எனில்‌, ஒவ்வொரு %€(8, 0)-க்கும்‌ £ 
தொடர்ச்சியாகவும்‌, ௮'()-ம்‌ இருந்தால்‌, அப்புள்ளியில்‌ (8) இருக்கும்‌, மேலும்‌, 
[பி ஈ 1(%)0'(%) ஆகும்‌. 

நிறுவல்‌: 


(8, 01-ல்‌ ௦ ஏறும்‌ சார்பு என்க. % “37 என்க. 


ர்‌ Xx 
F(y) - F(x) த்வத்‌ இத்து 


y 
= [fda = c[a(y) - «(x)] (தேற்றம்‌ 5.27) 
X 
இங்கு, ௱ < M. 


இந்த சமன்பாட்டிலிருந்து, (அ), (ஆ) என்ற கூற்றுக்கள்‌ உடனடியாக நிறுவப்படும்‌. 


P(y)-F(x) _ , aly) - a(x) 
y-X y-X 


y ௯ எனில்‌, ௪%) = 0(X). 
1 ஆனது [8, b]-ல்‌ தொடர்ச்சியானது என்பதால்‌, 
ஏமதனும்‌ ஒரு $€(8, 5)-க்கு ௦ ௪ 100). எனவே, F'(%) = 100) (8. 
5.30. தேற்றம்‌ 
X 
[a, 0]-ல்‌ feR, geR என்க., மற்றும்‌ F(%) = 110 dt, G(x) = [ஐ(1) dt, 
[2 [4 
xeE[a, 0]. மேலும்‌, [a, 0]-ல்‌ feR(G), geR(F) எனில்‌, 
b b b 
[100 2) ! i(x) dG(x) = [ g(x) dF(x) 
a 
நிறுவல்‌: 


மதற்றம்‌ 5.29-ன்‌ (அ), (ஆ) பகுதிகள்‌ 1? மற்றும்‌ 6 என்பன [8, 0-ல்‌ 


தொடர்ச்சியான மற்றும்‌ வரம்புறு மாறல்‌ சார்புகள்‌. 
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b 
தேற்றம்‌ 5.23-ல்‌ ௦(%) -% எனில்‌, [ 1%) ஓ) 0% இருக்கும்‌ மற்றும்‌ 
a 
b b b 
[100 g(x) dx= [109) 8000) = | g(x) dF(x) 
குறிப்பு 
09) ௪ % எனில்‌, தேற்றம்‌ 5.23 (இ) ஆனது, தொகை நுண்‌ கணிதத்தின்‌ 
முதல்‌ அடிப்படைத்‌ . தேற்றம்‌ என்றழைக்கப்படும்‌. 
அதாவது, £-ன்‌ தொடர்ச்சிப்‌ புள்ளி ஒவ்வொன்றிலும்‌, 1"(%) - f(x). 
5,31. தேற்றம்‌ (தொகைநுண்‌ கணிதத்தின்‌ இரண்டாம்‌ அடிப்படைத்‌ தெற்றம்‌) 

[a, b]-ல்‌ fீER என்க. [&, 5]-ல்‌ வரையறுக்கப்பட்ட ஐ என்ற சார்பின்‌ 
வகைக்கெழு ஓ', (4, b)-ல்‌ இருக்கிறது. அதன்‌ மதிப்பு, அனைத்து %(8, b)-க்கு, 
200) = 100. முனைப்புள்ளிகளில்‌, ஐ(87) மற்றும்‌ ஐ(-) இருக்கின்றன. மமலும்‌., 

b b 
ஐ(8) - ஐ(8*) - த) - ஐ(0-) எனில்‌, 120) dx = ! 2'(%) x௪ ஐ(b) - 8(a) 


நிறுவல்‌: 
[8, b]-ன்‌ அனைத்து பிரிவினைகளுக்கும்‌, 


n 
0-8) ௪ 2 [8009-86] 
வகைக்கெழுக்கான, இடைமதிப்புத்‌ தேற்றத்தை [ட-1; X%]-ல்‌ ஜக்குப்‌ பயன்படுத்த, 
(Xx) — தூபி - g(t) [xk - Xr] = gC) கடி te (பேட Xk) 
n 
எனவே, த(ம) - 8) - | g(t) Axx 
n 
- இ மழ கவு 
k=] 


ஆனால்‌, கொடுக்கப்பட்ட 8 2 0-க்கு மென்மையான பிரிவினையை, 
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b n b 

ஐ) - (a) - | f(x) dx| =| | f(t) Ax - | 12) dx| < 8 என எடுத்துக்‌ 
மிகொள்ள முடியும்‌. 

b 
எனவே, [1) 06 ௪ ஓ(ஓ) - ௨(2). 

a 

இத்தேற்றத்துடன்‌ தேற்றம்‌ 5.30-ஐ இணைக்கப்‌, பின்வரும்‌ தேற்றம்‌ 

கிடைக்கப்பெறும்‌. 
5.32. மதற்றம்‌ 


[உ b]-ல்‌ fீER என்க. ௦: என்பது [8, 6]-ல்‌ தொடர்ச்சியானதாகவும்‌, அதன்‌ 


வகைக்கெழு ௦ ரீமன்‌ தொகையிடத்தக்கதாகவும்‌ உள்ளது எனில்‌, பின்வரும்‌ 
b b 
தொகையீடுகள்‌ இருக்கும்‌ மற்றும்‌ ] f(x) da(x) = | f(x) a'(x) dx. 
நிறுவல்‌: 
இரண்டாம்‌ அடிப்படைத்‌ தேற்றத்தின்‌ படி, அனைத்து ௩௧ [8, 0]-க்கு, 


b 
(26) - o(a) = | a(t) dt. 
b ர 
தேற்றம்‌ 5.30-ல்‌ ஐ ௦ என, | f(x) a(x) dx= ! 18) da(x) 


5,10. ரீமன்‌ தொகையீடுகள்‌ இருப்பதற்கான லெபேக்‌ வரைகூறு ( Lebesgue’s 
Criterian for existence of Riemann Integrals) 

ஒவ்வொரு மதொடர்ச்சியான சார்பும்‌ ரீமன்‌ தொகையிடத்தக்கது. [2, 1-ல்‌ ரீ 
ஒரு வரம்புறு மாறல்‌ சார்பு எனில்‌, நக R என்பதால்‌, ர-ன்‌ தொடர்ச்சி தேவையில்லை. 


குறிப்பாக, 1 ஆனது ஒருபோக்கு சார்பு மற்றும்‌ எண்ணத்தக்க தொடர்ச்சியின்மைப்‌ 


b 
புள்ளிகளைப்‌ பெபற்றிருப்பினும்‌, [890% இருக்கும்‌. எண்ண முடியாத 
a 
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தொடர்ச்சியின்மை' புள்ளிகளைப்‌ பெற்ற சார்புகளும்‌ ரீமன்‌ தொகையிடதக்கவைகளாக 
அமையும்‌. எத்தனை தொடர்ச்சியின்மைப்‌ புள்ளிகளைப்‌ பெற்ற சார்பு ரீமன்‌ 
தொகையிடத்தக்கதாக அமையும்‌ என்ற கேள்விக்கு லெபேக்‌ நிறுவின தேற்றம்‌ இங்கு 
பகொடுக்கப்பட்டுள்ளது. 
5.33. வரையறை 

5 மெய்யெண்களின்‌. கணம்‌ என்க. அனைத்து 8 2 0-க்கு, என்ணத்தக்க திறந்த 
இடைவெளிகளின்‌ நீளங்களின்‌ கூடுதல்‌ ₹ 8 ஆக அமையும்‌ திறந்த (இடைவெளிகள்‌ 
$-ன்‌ உறையாக அமையின்‌, 5 பூஜ்ஜிய அளவு (8851௦) பெற்றிருக்கும்‌ 
என்கிமறாம்‌. 

திறந்த இடைவெளிகள்‌ (பூ, 50) என குறிப்பிடப்பட்டிருப்பின்‌, 5 ௨ (பே, 00 
மற்றும்‌ (0, - a) “8 

திறந்த இடைவெளிகளின்‌ கூட்டம்‌ முடிவுள்ளது எனில்‌, ௩ என்ற குறியீடு முடிவுள்ள 
கணம்‌ வழிச்‌ செல்லும்‌. 

கூட்டமானது, எண்ணத்தக்க முடிவிலாததாக அமையின்‌, ன்‌ மதிப்பு 1-லிருந்து 


௦௦-த்குச்‌ செல்லும்‌ போது, நீளங்களின்‌ கூடுதல்‌, 


2, டேலி - பக 2. ௫-௯) 


3.34. மதற்றம்‌ 
F என்பது R'-ன்‌ எண்ணத்தக்க கணங்களின்‌ கூட்டம்‌. ௪ ௪ 4 1, க்‌ ல்‌ 
ஓ) 
ஒவ்வொன்றின்‌ அளவை பூஜ்ஜியம்‌ எனில்‌, அவைகளின்‌ சேர்ப்பு 5 ௪ யு “ன்‌ 
அளவையும்‌ பூஜ்ஜியம்‌ ஆகும்‌. 


நிறுவல்‌: 


£ 0 கொடுக்கப்பட்டுள்ளது என்க. 
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ஒவ்வொரு நான்‌ அளவையும்‌ பூஜ்ஜியம்‌ 5 எண்ணத்தக்க திறந்த 
இடைவெளிகள்‌, அவைகளின்‌ நீளங்களின்‌ கூடுதல்‌ 4 8/2“, [ஈன்‌ உறையாக 
அமையும்‌. 
எனவ, 5-ன்‌ உறையானது, எண்ணத்தக்க திறந்த இடைவெளிகளாக அமையம்‌. 


அவைகளின்‌ கூடுதல்‌ “ > e/2°=e 
k=1 


5.35. எடுத்துக்காட்டு 

R'-ல்‌ ஒரு புள்ளி கணத்தின்‌ அளவை பூஜ்ஜியம்‌ என்பதால்‌, R'-ன்‌ எந்த 
ஒரு எண்ணத்தக்க உட்கணத்தின்‌ அளவை பூஜ்ஜியமாக இருக்கும்‌. குறிப்பாக, 
அனைத்து விகிதமுறு எண்களின்‌ கணத்தின்‌ அளவை பூஜ்ஜியம்‌. 


5.36. வரையறை 

6 என்ற இடைவெளியில்‌, வரையறுக்கப்பட்ட வரம்புடைய சார்பு 1, 5 எனில்‌, 
O/T) = sup{ 109-710): x,y 61) என்பது 1-ல்‌ £-ன அலைவு (0801118110) 
எனப்படும்‌. 

0-ல்‌ 1-ன்‌ அலைவு என்பது, W/%) - மூடிய; டு) 
50:௫0 - (128: உ“ 

இந்த எல்லை எப்பொழுதும்‌ இருக்கும்‌. ஏனெனில்‌, ௨0% ; HS) என்பது 
[ல்‌ குறையும்‌ சார்பு. 11௭1, பி) ₹ 17. 
5,37. தேற்றம்‌ 

[8, 0]-ல்‌ வரையறுக்கப்பட்ட வரம்புடைய சார்பு £ீ. 62 0 கொடுக்கப்பட்டுள்ளது 
என்க. அனைத்து %€]8, 0]-க்க, W(X) * 8 எனில்‌ 6 > 0 (6- மட்டும்‌ 
மிபாறுத்தது] என்ற எண்‌, 1 [8, 6] என்ற மூடிய இடைவெளிக்கு, ]“ன்‌ நீளம்‌ “ 
௦ எனில்‌, (81) ௩ 8 என அமையும்‌, 


189 ரீமன்‌- ஸீடீலிஜெஸ்‌ தொகையம்‌ 


நிறுவல்‌: 

அனைத்து 3₹6[8, ஸ]-க்கு 91420) < 8 
B, = B(x ; &%) என்பது ஜு] < wAx) + 6 - 1) - 8 என 
அமையும்‌. 
மேலும்‌, $(%; 6/2) என அமையும்‌ கணங்கள்‌ [2, b]-ன்‌ திறந்த உறையாக 
இருக்கும்‌. 
[2, 0] கச்சிதமானது என்பதால்‌, இவைகளின்‌ முடிவுள்ள எண்ணிக்கை (1) உள்ள 
கணங்கள்‌ [2, b]-ன்‌ உறையாகும்‌. 

அவைகளின்‌ ஆரங்கள்‌ 61/2, ..., 0/2 என்க. 
6 = mint 6/2, ..., 6/2} என்க. 
இடைவெளி -ன்‌ நீளம்‌ 4 6 எனில்‌, இவைகளின்‌ குறைந்தது ஒரு கணமாவது 1-ன்‌ 
பகுதி உறையாக இருக்கும்‌. அக்கணம்‌ B(%ட ; 6/2) என்க. 
6, 2 26 என்பதால்‌, B(ட ; 6), 1-ன்‌ முழுவதுமான உரையாகும்‌. 
மேலும்‌, (9 ; 692 [த, b] - ல்‌ £-ன்‌ அலைவு ௩ 8. ஆகவே, $241) “8. 


5.11. பயிற்சி வினாக்கள்‌ 


b 
1. [உ b]-ல்‌ feR(a) மற்றும்‌ f ஒரு போக்கு சார்பு, [10௦ ௪ 0 எனில்‌, [8, ]-ல்‌ 
d 


1 ஒரு மாறிலி என நிறுவுக. 
2. ௦ என்பது [&, 5]-ல்‌ தொடர்ச்சியான வரம்புறு மாறல்‌ சார்பு. [8, b]-ல்‌ த6€1$(00) 


Xx 
என்க. %$€[8, b] எனில்‌, 8(%) - | ஐ௫)0௦(௫) என அமையுமானால்‌, 
3 


(அ [8,0]-ல்‌ ரீ ஒரு ஏறும்‌ சார்பு எனில்‌, %0€[8, 6] என்ற புள்ளி, 
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X 


b 0 b 
[fdB = f(a) | gda + f(b) | gda எனக்‌ காட்டுக. 
a a Xo 


(ஆ) கூடுதலாக, [8, ]-ல்‌ ரீ தொடர்ச்சியானது எனில்‌, 
b I “0 b 
1100200000) = f(a) | gda + f(b) | gda எனக்‌ காட்டுக. 
a a Xx 
0 
3. ௦ என்பது [8, 6]-ல்‌ வரம்புறு மாறல்‌ சார்பு. [8, b]-ல்‌ 1€R(௦). அனைத்து 
[a,b] க்கு, V(%) என்பது [௮, %]-ல்‌ 0-ன்‌ மொத்த மாறல்‌, (8) = 0 எனில்‌, 


b b 
[fda|< [| f|dV <MV(b) என நிறுவுக. 
a d 








4. £: [உ b]அR' என்ற சார்பு ரீமன்‌ தொகையிடத்தக்கது மற்றும்‌ [&, 6]-ல்‌ 1/7 
வரம்புடையது எனில்‌, [௨, b]-ல்‌ 1/1 ரீமன்‌ தொகையிடத்தக்கது என நிறுவுக. 

5. (௨ 9-ல்‌ 1 வரம்புடையது மற்றம்‌ (பூ 6) -ன்‌ அனைத்து மூடிய உள்‌ 
இடைவெளிகளில்‌ ரீமன்‌ தொகையிடத்தகக்து எனில்‌, (8, 6)-ல்‌ ர தொகையிடத்தக்கது 


எனக்‌ காட்டுக. 


ok Sk 3k kk SR RK KK RRR 


அத்தியாயம்‌ 6 
மிதாடர்வரிசைகள்‌ மற்றும்‌ சார்புகளின்‌ தொடர்கள்‌ 


(Sequences and Series of Functions) 


இங்கு, மெய்ப்புனை மதிப்பு சார்புகளை எடுத்துக்‌ கொள்வோம்‌. ஏனெனில்‌, 

தற்றங்களில்‌ பல மற்றும்‌ அதன்‌ நிறுவல்‌ இவைகள்‌ திசையன்‌ மதிப்பு சார்புகளுக்கும்‌, 
பொதுவான யாப்பு வெளிகளுக்குண்டான சார்புகளுக்கும்‌ பொருந்தும்‌. இந்த 
அத்தியாயத்தில்‌, சார்புகளின்‌ தொடர்வரிசையின்‌ புள்ளிவாரி ஒருங்கல்‌, சீரான 
ஒருங்கல்‌, சீரான ஒருங்கலுக்கான காஷியின்‌ வரன்முறை, சீரான ஒருங்கல்‌, 
தொடர்ச்சி வகையிடல்‌ மற்றும்‌ தொகையிடல்‌ இவைகளுக்கான தொடர்பு 
ஆகியவைகள்‌ கூறப்படுகின்றன. 

மேலும்‌, சார்புகளின்‌ சம தொடர்ச்சியான தொகுதிகள்‌, சராசரி ஒருங்கல்‌ இவைகள்‌ 
வரையறுக்கப்பட்டு, அவைகளின்‌ பண்புகள்‌ எடுத்தியிம்பப்படுகின்றன. 
6.1. சார்புகளின்‌ தொடர்வரிசையின்‌ புள்ளிவாரி ஒருங்கல்‌ 
6.1. வரையறை 

௧ என்ற கணத்தில்‌ வரையறுக்கப்பட்ட சார்புகளின்‌ தொடர்வரிசை 1157, 
॥ ௪ 1, 2, 3, ... என்க. மேலும்‌, அனைத்து %61-க்கு, எண்களின்‌ தொடர்வரிசை 
(1(00)) ஒருங்குகிறது என்க. 

£ என்ற சார்பை, £(%) ௪ im f(x), (EE) OOOO TT (1) 
என வரையறுப்பின்‌, E-ல்‌ (1) ஒருங்குகிறது என்போம்‌. ர ஆனது {1,$-ன்‌ எல்லை 
அலலது எல்லை சார்பு எனப்படும்‌. 


100 = ந 1,00, 00619) ஆக இருக்குமெனில்‌, 13-ல்‌ (ர) ஆனது 
ப ணை] 


1-க்கு புள்ளிவாரியாக ஒருங்குகிறது என்போம்‌. 
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இதைப்‌ போல்‌, அனைத்து %€1-க்கு 2.5, ஒருங்குகிறது மற்றும்‌ 
00 
= 10) ததை க (2) 
n= 


என வரையறுத்தோமானால்‌, f ஆனது 2) என்ற தொடரின்‌ கூடுதல்‌ 
என்றழைக்கப்படும்‌. 

இங்கு உள்ள முக்கியமான வினா ஆனது (1), (2) என்ற எல்லை செயல்களால்‌ 
சார்புகளின்‌ முக்கியமான பண்புகள்‌ பாதுகாக்கப்படுமா என்பது தான்‌? 

அதாவது, % என்ற புள்ளியில்‌ ஒவ்வொரு £,-ம்‌ தொடர்ச்சியானதாக இருந்தால்‌, 


ஏ-ல்‌ 1-ம்‌ தொடர்ச்சியாக அமையுமா? 


அதாவது, ந 00௫ ௪ 6%) ௮ |[i௱ 1௫ 10 என்பது சரியா? “4-௪ (3) 
t>X [DX 
(3)-ஐ. lim lim OF iim lin ரி ட. கக (4) 
{—Xx 1—700 1—00 tx 


என எழுதலாம்‌. 

இப்பொழுது நமது வினா ஆனது, (4)-ல்‌ எல்லைகளின்‌ வரிசையை பரிமாற்றம்‌ 
செய்ய முடியுமா என்பது தான்‌. பபொதுவாக, அது முடியாது. 

முதலில்‌, நறு 1&0) இல்லாமல்‌ இருக்கலாம்‌. அப்படி இருந்தால்‌, அது 1(1)-க்குச்‌ 

tx 

சமமில்லாமல்‌ இருக்கலாம்‌. அதன்‌ சில எடுத்துக்காட்டுகளைக்‌ காண்போம்‌. 
6.2. எடுத்துக்காட்டுகள்‌ 

(அ f(=x,0<x<1,n=1,2,3... 

எனில்‌, ர, ஆனது [0, 1]-ல்‌ £-க்கு ஒருங்கும்‌. 


f(x)= 0, 0<x<il, 
f(1)= 1. 


X 
ஆ 2%) * Tg 0X <0, n= 1, 2,3... 


193 நெொடர்வரிசைகள்‌ மற்றும்‌ சார்புகளின்‌ 


தொடர்கள்‌ 


X > 0 எனில்‌, 0 ௩ 02) < 1/௩. 
எனவே, (ஐ) ஆனது [0, 1-ல்‌ 0-க்கு ஒருங்கும்‌. 


1/nx 


இட) ஈஷா 
lim n(x) 0, ha(0) = 0 
n—௦0 
அ (-௦௦, ௦௦)-ல்‌ {1 ஆனது 0-க்கு ஒருங்கும்‌. 
ஈ) ௱௪1,2,3...,1,2,3...-க்கு, 
_ Mm - 
ல என்க. 
~~ min 


அனைத்து நிலைத்த 11-க்கு, lig Smn = 1. 
1—200 





எனவே, ந Hm ரோ 1 
1—200 11-5௦ 
அனைத்து நிலைத்த,/-க்கு, lim mn 0 
. 1—>00 
ரு Smn= 0 
ட no ல்‌ 
i S 3 15 1 S 
ni mo ந ட்‌ ப்‌ நல்‌ 
இது, எல்லைகளை மாற்றியமைக்கும்‌ போது, மதிப்புகள்‌ வேறுபடுவதைக்‌ 
காட்டுகிறது. 
(உ) பின்வரும்‌ எடுத்துக்காட்டு, தொடர்ச்சியான சார்புகளின்‌ ஒருங்கல்‌ 


தொடர்‌, தொடர்ச்சியற்ற கூடுதலைப்‌ பெற்றிருக்கிறது என்பதைக்‌ காட்டுகிறது. 


2 
fi) படட அட்டாக்‌ 


ட 1-0,1,2,..., % மெய்‌. 
மரக 
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ப உட 
1-0(1 4-9 
0௪0 எனில்‌, இத்தொடர்‌, கூடுதல்‌ 1 4 ஏ உடைய ஒருங்கும்‌ பெருக்குத்‌ 
தொடர்‌. (0) - 0 என்பதால்‌, 1(0) - 0. 
எனவே, 18) - [ 0, X = 0 எனில்‌ 
| 142, 3௬0 எனில்‌ 
இங்கு, 1(%) தொடர்ச்சியற்றது. 


[ஊ) தொடர்ச்சியற்ற எல்லை சார்பு கொண்ட தொடர்ச்சியான சார்புகளின்‌ 


மிதாடர்வரிசை. 
ல 
12) ௪,0, 12... 0 மெய்‌. 
] 42 


அனைத்து மெய்‌ ஊக்கு நறு 105) இருக்கிறது. 
11” 


எல்லை சார்பு 1, ₹(%) - (0, |xl<l 
1/2, |x|=1 
1, 1121 


மமய்த்தளத்தில்‌, ஒவ்வொரு 1)-ம்‌ தொடர்ச்சியானது. ஆனால்‌, 1 ஆனது 
% 5 1 மற்றும்‌ ஏ ௪ -1- ல்‌ தொடர்ச்சியற்றது. 


௭) ௪ 1,2,3,... க்கு, 89%) ௪ [ர (C௦5!) என்க. 
1); 
1101 முழு எண்‌ எனில்‌, ஈட) ௪ 1. 
%- ன மற்றைய மதிப்புகளுக்கு, ந, = 0. 
{(x)= [im 10) என்க. 
11-௦0 


x விகிதமுறா எண்‌ எனில்‌, அனைத்து -க்கு (20) -0. 
எனவே, 130) ௪ 0, 
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௬% விகிதமுறு எண்‌, % ௪ 0/9, (2, 9 முழு எண்கள்‌) எனில்‌, 10 2 ஏ எனில்‌, m!x 
முழு எண்‌. எனவே, 1(%) ஈ 1. 
lim, im (௦௦17௦ - | 0, x விகிதமுறா எண்‌ 

1, விகிதமுறு எண்‌ 
எனவே, அனைத்துப்‌ புள்ளிகளிலும்‌ தொடர்ச்சியற்றதாக உள்ள ஒரு எல்லை 
சார்பு கிடைக்கப்‌ பெற்றிருக்கிறது. இது, ரீமன்‌ தொகையிடத்தக்கது அல்ல. 


6.3. எடுத்துக்காட்டு (எல்லை 0 உடைய வகைக்கெழுக்‌ காணத்தக்க சார்புகளின்‌ 
மிதாடர்வரிசை ஆனால்‌  £,' குவியும்‌. 


00 அ 12... உமெய்‌ 


\n 
£00௪ ஸூ ௬0௦9-0 





எனவே, 1 '(%) 0 

1 (3) - 110௦08 nx 

எனவே, (10) ஆனது 1 '-க்கு ஒருங்காது. 

எடுத்துக்காட்டாக, ௩ எனில்‌, £௩ (0) - Yn ௯ +௦, ஆனால்‌, £'(0) ஈ 0. 


| | 
6.4. எடுத்துக்காட்டு: ப்பி [in dx # ! im fn (ஏ) என அமையும்‌ 


சார்புகளின்‌ தொடர்வரிசை. 
fC) = nx (1-x7)",0<x<l,n= 1,2,3, ... 


0<xX<]1எனில்‌, பற 10%) 0. 
n—00 


மேலும்‌, (0) = 0 


எனவே, 1m 1(%)=0=f(%).(0<xK1) 
1n—>00 
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| ] 
ஆகையால்‌, ! f(x)dx=0> | ம f,(X) 0-0 








1 ட 2! 2.3 1” 
ஆனால்‌, fn) dx=n (30 -3) 005 n+l) 
n2 | 
॥ ௯௦ எனில்‌, nD) ௯ ௦. ஆகையால்‌, im, [1௨09 0-௮, 


1 1 
எனவே, ப f(x) dx # im. in (x) dx 
இந்த எடுத்துக்காட்டில்‌, 6,0) - ௩% ( 122", 0 1 022. 


.. எனில்‌, பற 100 1(%), (0222 1) 
11-56 

| 1. 

(409 %-0- ட்ட ஆபத்‌ dx 


l ] 2.n 
fi) dx = [lim n[Jx(-x") dx 
15௦ 0 


த்‌ 
n-9o0 2(n + 1) 
எனவ, தொகையீட்டின்‌ எல்லை, எல்லையின்‌ தொகையீட்டிற்கு, இரண்டுமே 
முடிவுள்ளதாக இருப்பினும்‌ சமமாக இருக்கத்‌ தேவையில்லை. 
புள்ளிவாரி ஒருங்கலை விட வலிமையான மற்றொரு ஒருங்கலான சீரான 
ஒருங்கலை இப்பொழுது வரையறுப்போம்‌. 
6.2. சீரான ஒருங்கல்‌ (Uniform Convergence) 

1, (0௬ 1, 2, 3... )-ன்‌ வரையறை அரங்கம்‌ என்ற கணம்‌ என்க. அனைத்து 
85 0-க்கு என்ற முழு எண்‌, அனைத்து xகE-க்கு N2N = | f(x) — f(x)]< 
8 என்றவாறு இருந்தால்‌, 41] என்ற சார்புகளின்‌ தொடர்வரிசை 13-ல்‌ 1-க்குச்‌ சீராக 
ஒருங்குகிறது என்போம்‌. 
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ஒவ்வொரு சீரான ஒருங்கு தொடர்வரிசையும்‌, புள்ளி வாரி ஒருங்குதலையுடையது. 
இந்த இரு கருத்துக்களுக்கும்‌ உள்ள வரையறை வித்தியாசமானது. 

£-ல்‌ {£ஃ) புள்ளிவாரி ஒருங்குகிறது எனில்‌, ர என்ற சார்பு, அனைத்து 82 0-க்கு, 
அனைத்து Xக€E-க்கு 8 மற்றும்‌ ௬-ஐப்‌ பொறுத்து ௬ என்ற முழு எண்‌, 
> N எனில்‌, |) - 1(%)| 2 8 என அமையும்‌. 

E-ல்‌ (1) சீராக 1-க்கு ஒருங்குகிறது எனில்‌, அனைத்து 82 0-க்கு, ௬€௧-க்கு, 
ஒரே ஒரு முழு எண்‌ 11 ஆனது ॥ 2 N எனில்‌, | 1:0) -நி00)| 5 8 என அமையும்‌. 
குறிப்பு: 

ஒவ்வொரு புள்ளிவாரி ஒருங்கு தொடர்வரிசையும்‌, சீரான ஒருங்கும்‌ 


மிதொடர்வரிசையாக அமையத்‌ தேவையில்லை. 


்துக்காட்டாக, நே) ௪ 128, , ந- 1,2,..., ம மெய்‌. 
எடுத்துக்காட்டாக, 1,(%) rR, மய்‌ 


(1) என்ற தொடர்வரிசை புள்ளிவாரியாக £ என்ற சார்புக்கு ஒருங்கும்‌. அனைத்து 
மெய்‌ ௬-க்கு 1(%) ௪ 0. 
0-ஐ உள்புள்ளியாக எந்த இடைவெளி [8, b]-லும்‌ 41) ஆனது சீராக 
ஒருங்காது என நிறுவுவோம்‌. 
8, 0] -ல்‌ {1% ஆனது £-க்குச்‌ சீராக ஒருங்குகிறது என்க. 
820) எனின்‌, என்ற முழு எண்‌, அனைத்து 12 N-க்கு அனைத்து 


ணத [1 ட 
xE[a, b]- க்கு பா, 0[<E 


8&௪ 1/4 என்க. 
& என்ற முழு எண்‌, & 2 N மற்றும்‌ 1/18€[8, b] எனக்‌. காணலாம்‌. 


கட்‌ அட த்தால்‌ டட _ 
॥௪ மற்றும்‌ 2 - 1/& எனில்‌, கன்‌ 1/2 
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இது முரண்பாடு. எனவே, 0-ஐ உள்புள்ளியாகக்‌ கொண்ட இடைவெளி [8, 61-ல்‌ 
(17 சீராக ஒருங்காது.. 


6.3. சீரான ஒருங்குதலுக்கான காஷி வரன்முறை 
(Cauchy Criterion for Uniform Convergence) 
6.5. தேற்றம்‌ 

E-ல்‌ வரையறுக்கப்பட்ட சார்புகளின்‌ தொடர்வரிசை (ந என்க. ஆ-ல்‌ சீராக 
ஒருங்கத்‌ தேவையான மற்றும்‌ போதுமான நிபந்தனையாவது: அனைத்து 8 > 0, N 
என்ற முழு எண்‌, 2 N, nz N, xeE = (மய) - 1௦(%)| 3 8 எனுமாறு அமையும்‌. 
நிறுவல்‌: 

1-ல்‌ {£6 சீராக ஒருங்குகிறது என்க. 1 என்பது எல்லை சார்பு என்க. 
ஆகையால்‌, 11 என்ற முழு எண்‌, ॥ 2 N, %6% = fix) = 100) 2 8 என 
அமையும்‌, 
n>N,m>N,xeE எனில்‌, 
9-0 < Ifa() — fC) + 1069) -நு) EE 

மறுதலையாக, காஷி நிபந்தனை நிறைவறுகிறது என்க. 
எனவே, அனைத்து 3(6]£-க்கு (1()] என்ற தொடர்வரிசை ஒருங்கும்‌. 
34]? எனில்‌, 18) [௱ 1॥(%) என்க. 

11-௦௦ 

E-ல்‌ (1) ஆனது ந£-க்குச்‌ சீராக ஒருங்குகிறது என நிறுவ வேண்டும்‌. 

82 0 கொடுக்கப்பட்டுள்ளது என்க. 
N-», n2 N, xeE = (0) - f(x)| 2 8 என அமையும்‌ படித்‌ ேர்ந்தெடுக்க. 
1]-ஐ நிலைத்தாகக்‌ கொண்டு, 10-56 என, 


lim ஈ9-09/- 109-109) 28 
1—200 


ஏனெனில்‌, நற 109 * 1(%). 
n= 
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எனவே, அனைத்து ॥ 2 N, ஏ*கE-க்கு, (0) -1(20)] 2 6. 
ஆகையால்‌ ஒருங்கல்‌ சீரானது. 
குறிப்பு: 

யாப்பு வெளிகளில்‌, புள்ளிவாரி ஒருங்கல்‌ மற்றும்‌ சீரான ஒருங்கலை வரையறுக்க 
முடியும்‌. 

Y என்பது ஒரு யாப்பு வெளி, 3 ஒரு வெற்றற்ற கணம்‌. 
f:E > Y., f: E ௯ ¥ என்பன சார்புகள்‌. 
அனைத்து 82 0-க்கு N (8-ஐ மட்டும்‌ பொறுத்தது என்ற எண்‌ ॥ 2 N, XE = 
(06), f(%)) <x 8 என அமையுமானால்‌, ௧-ல்‌ (8 ஆனது “க்குச்‌ சீராக 
ஒருங்குகிறது என்போம்‌. 


6.6. நேற்றம்‌ 
im f(x) = f(x), (௩6 E) என்க. 14, = ல, 14%) — f(x) என்க. 
£-ல்‌ {ஈ,) ஆனது £-க்குச்‌ சீராக ஒருங்குகிறது ௮ ௩௯௦ எனில்‌, ந? 0. 
இதன்‌ நிறுவல்‌, வரையறை 6.5-ல்‌ இருந்து நேரடியாகப்‌ மிபறப்படும்‌. 


6.4. சார்புகளின்‌ முடிவிலாத்‌ தொடரின்‌ சீரான ஒருங்கல்‌ 
0.7. வரையறை 


3-ல்‌ வரையறுக்கப்பட்ட சார்புகளின்‌ தொடர்வரிசை 114] என்க. அனைத்து 
00 | 
x € 1*-க்கு Sy(x)= > டே, (॥n௪1,2,...) என்க. 
n=1 


[ என்ற சார்பு, 1-ல்‌ (8) ஆனது, £-க்கு சீராக ஒருங்குமாறு அமையும்‌ எனில்‌, 
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௦0 
[3-ல்‌ 21(20) சீராக ஒருங்குகிறது என்போம்‌. இது, 2 103 100) (0-ல்‌ சீராக) 
என எழுதப்படும்‌. 


6.8. தேற்றம்‌ (தொடரின்‌ சீரான ஒருங்குதலுக்கான காஷியின்‌ நிபந்தனை) 
1-ல்‌ முடிவிலாத்‌ தொடர்‌ 25,(%) சீராக ஒருங்கும்‌ ௮ அனைத்து 8 > 0-க்கு N 


n+p 
என்ற எண்‌, N2N, xeE>| >. 1, 60) டட ச்‌ 
1-1] 








நிறுவல்‌: 
௦௦ 
வயு - 3; 1 09, ( ௩ ௪ 1, 2,...) என வரையறுத்து, தேற்றம்‌ 67 
n=1 


பயன்படுத்த, இத்தேற்றம்‌ நிறுவப்படும்‌. 

தொடரின்‌ சீரான ஒருங்குதலுக்கான வயிஸ்ட்ராஸ்‌ சோதனையைக்‌ காண்டோம்‌. 
6.9. தேற்றம்‌ ( வயிஸ்ட்ராஸ்‌ M சோதனை) 

[3-ல்‌ வரையறுக்கப்பட்ட சார்புகளின்‌ தொடர்வரிசை {1,3 என்க. {M,} என்பது 
குறையற்ற எண்களின்‌ தொடர்வரிசை. 
0 < | f,(x)| < Ma, xEE, n = 1, 2, ... என்க. 2M, ஒருங்கும்‌ எனில்‌, -ல்‌ 258, 
சீராக ஒருங்கும்‌. 
நிறுவல்‌: 

2.) ஒருங்குகிறது என்க. ௩2 14 எனில்‌, 82 0-க்கு, 


{, (% 
k=n+1 k 








த ற <e. (x €E). 


சீரான ஒருங்கல்‌, தேற்றம்‌ 6.8-ல்‌ இருந்து கிடைக்கும்‌. 
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6.5. சீரான ஒருங்கல்‌ மற்றும்‌ தொடர்ச்சி 

யாப்பு வெளியில்‌, சார்புகளின்‌ சீரான ஒருங்கல்‌ மற்றும்‌ தொடர்ச்சி 
இவைகளுக்குண்டான தொடர்பை இப்பொழுது காண்போம்‌. 
6.10. தெற்றம்‌ 

ஒரு யாப்பு வெளியின்‌ கணம்‌ 1-ல்‌ சார்புகளின்‌ தொடர்வரிசை 21,0) ஆனது 
1-ககு ஒருங்குகிறது என்க. ஆனது ந-ன்‌ எல்லைப்புள்ளி. ப 1,(t) = As 
(௩௪1, 2, ...) எனில்‌, (கீ ஒருங்கும்‌ மற்றும்‌ lim f0= lm க, 
அதாவது, ற ற, 600 றட ற 60. 
நிறுவல்‌: 

82 0 கொடுக்கப்பட்டுள்ளது என்க. 
417 -ன்‌ சீரான ஒருங்கல்‌ அ N என்ற முழு எண்‌, 
n2N,m2zN,teE >|) - fa 18. 


1 X எனக. 
1214, 2 1] எனில்‌, im f(t) - mn £1 ₹ 8 
௫” | கட இறு 58 
அ (க) ஆனது.காஷி மிதாடர்வரிசை 
{A} ௯ A என்க. 
அடுத்ததாக, 
£() — Al < [£0 ~ £10 + [f( — Ad +lAarA OOO TT (3) 


ப] -2 £ சீரானது அ அனைத்து கத -க்கு 
நீடு -நடு < €/3, |A, — A| <E/3 என n-ஐத்‌ தேர்ந்தெடுக்க, 
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இந்த ஈக்கு, ன்‌ அண்மை V->, 16%, t 4 X எனில்‌, [£,(1) - கு < 8 எனத்‌ 
மதர்ந்தெடுக்க, 
இந்த சமனின்மைகளை (5)-ல்‌ பிரதியிட, 
1“. 1,123 எனில்‌, ரி(1)- க்‌] 2 5 
> mn 1(1) = ப A,. 
6.11. தேற்றம்‌ 

E-ல்‌ {£,} என்ற தொடர்ச்சியான சார்புகளின்‌ தொடர்வரிசை 1-க்குச்‌ சீராக 
ஒருங்குகிறது எனில்‌, 1-ல்‌ £ தொடர்ச்சியானது. 

இது தேற்றம்‌ 6.10-ன்‌ கிளைத்‌ தற்றமாகும்‌. 

இதன்‌ மறுதலை. உண்மையல்ல. அதாவது, தொடர்ச்சியான சார்புகளின்‌ 
தொடர்வரிசை, ஒரு தொடர்ச்சியான சார்புக்கு ஒருங்கலாம்‌. (சீரான ஒருங்கல்‌ 
இல்லாமலே கூட). ஆனால்‌, கச்சித வெளியில்‌ இது உண்மையாகும்‌. இது , தேற்றம்‌ 
6.13-ல்‌ கூறப்பட்டுள்ளது. 

எடுத்துக்காட்டு 6.4 -ல்‌ இது விளக்கப்பட்டுள்ளது. 
6.12. மதற்றம்‌ 

E-ல்‌ 21,060) - நி00) (சீரானது. ௧-ல்‌ ஒவ்வொரு £,-ம்‌ தொடர்ச்சியானது 

எனில்‌, 1-ம்‌ தொடர்ச்சியானது. 
நிறுவல்‌: 

Sn(X) = 3 ட, (1-1,2....) என்க. 

k=] 


[1-ல்‌ 1, தொடர்ச்சியானது என்பதால்‌, 5-ம்‌ தொடர்ச்சியானது. 

எனவ, {5 ஆனது 4-ல்‌ தொடர்ச்சியான சார்புகளின்‌ தொடர்வரிசையாக 
இருக்கும்‌. மேலும்‌, ௧-ல்‌ {5% ஆனது £-க்குச்‌ சீராக ஒருங்கும்‌. 

எனவே, ௩-ல்‌ 1 தொடர்ச்சியானது. (மதற்றம்‌ 6.11). 
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தொடர்கள்‌ 


6.13. பதற்றம்‌ 
K ஒரு கச்சிதமான கணம்‌ என்க. மேலும்‌, 
(அ {1%} ஆனது K-ல்‌ தொடர்ச்சியான சார்புகளின்‌ தொடர்வரிசை. 
(ஆ (8) புள்ளிவாரியாக, ௩-ல்‌ தொடர்ச்சியான £ என்ற சார்புக்கு ஒருங்கும்‌. 
(இ) அனைத்து ௧K, ௩௪ 1, 2, 3... “க்கு நி 21 0) எனில்‌, K-ல்‌ {£௩3 
ஆனது 1-க்குச்‌ சீராக ஒருங்கும்‌. 
நிறுவல்‌: 
ந நட -1 என்க. 
எனவ, ஐ தொடர்ச்சியானது. 
தப்ப {,(x) = f(x) > ட ௭04) 0, (xeK) 
மமலும்‌, (8) 21.00), EK = ஐய 2 கப), XEK 
(ஐ) ஆனது K-ல்‌ 0-க்குச்‌ சீராக ஒருங்கும்‌ என நிறுவ வேண்டும்‌. 
820 கொடுக்கப்பட்டுள்ளது என்க. 
Kn = (61%: ஐ 28) என்க. 
ஜா தொடர்ச்சியானது என்பதால்‌, K, மூடிய கணம்‌ (கிளைத்‌ தேற்றம்‌ 3.10) 
எனவே, K, கச்சிதமானது. (தேற்றம்‌ 1.59) 
82 ௨ என்பதால்‌, K, 51... 
161 என்க. 
ட்ட (8) - 0 என்பதால்‌, 1) போதுமான அளவு பெரியது எனில்‌, ௬8 K,. 
எனவே, 8K, அதாவது, ஈட, வெற்றுகணம்‌. 
ஆகையால்‌, ஏதேனும்‌ ஒரு N-க்கு, Kh மெெற்றுகணமாக அமையும்‌. 
ஆகவே, அனைத்து 3௪14 மற்றும்‌ அனைத்து 1 2 N-க்கு 0 2 ஐூ(%) ₹ 8 ஆகும்‌. 
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எனவே, K-ல்‌ (75) ஆனது “க்குச்‌ சீராக ஒருங்கும்‌. 


இங்கு, கச்சித கணம்‌ என்பது தேவையானது. எடுத்துக்காட்டாக, 
f(x) - ட... 0<x<l1,n=1,2,3,... எனில்‌, 
nx+l 


(0, 1)-ல்‌ 6-2 0 ஒரு பொகாக) 
ஆனால்‌, ஒருங்கல்‌ சீரானதல்ல. 
6.14. வரையறை 

X ஒரு யாப்பு வெளி எனில்‌, 62%) என்பது %-ஐக்‌ களமாகக்‌ கொண்ட 
அனைத்து மெய்ப்புனை மதிப்புடை, தொடர்ச்சியான, வரம்புடைய சார்புகளின்‌ 
கணத்தைக்‌ குறிக்கிறது. 

X கச்சித யாப்பு வெளி எனில்‌, 626) ஆனது அனைத்து மெய்ப்புனை 
தொடர்ச்சியான சார்புகளின்‌ கணமாக அமையும்‌. 

அனைத்து ரீக 626) உடன்‌ அதன்‌ மேன்மம்‌ அலகை | £|| - 5யற |) 
இணைப்போம்‌. 

1' வரம்புடையது என்பதால்‌, || £ || ௩ ௨. 
மேலும்‌, || £ || ௪ 0 ௮ அனைத்து ௬௧ %-க்கு, 1(%) -0 

1-0 

ப = ீ*ஜ எனில்‌, அனைத்து %€ க்கு, 
h(x) <= 9 + 1208) 


< [11712 
எனவே, || £4 || < |] + |g 


10%), தக €(X) இவைகளின்‌ தூரம்‌ |[£ - 2] என வரையறுத்தோமானால்‌, 
ஒரு யாப்பின்‌ உரைமகோள்கள்‌ நிறைவேற்றப்படுகின்றன. 
எனவே, €(%) ஒரு யாப்பு பிெவளி. ஆகையால்‌ தேற்றம்‌ 6.8. பின்வருமாறு 


மாற்றியமைக்கப்படும்‌. 
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மிதாடர்கள்‌ 


600) -ன்‌ யாப்பைப்‌ பொறுத்து (ரீ) என்ற தொடர்வரிசை 1-க்கு ஒருங்கும்‌ 
௯ (ம) ஆனது 28-ல்‌ £-க்குச்‌ சீராக ஒருங்கும்‌. 
ஆகையால்‌, €(%)- ன்‌ அடைப்பு, சீரான அடைப்பு எனவும்‌ அழைக்கப்பெறும்‌. 


6.15. தேற்றம்‌ 

மலக்‌ கண்ட யாப்பு, €(%) -ஐ முழு யாப்பு வெளியாக மாற்றும்‌. 
நிறுவல்‌: 

(1) என்பது 6(2)-ன்‌ காஷி தொடர்வரிசை என்க. 
எனவே, ஒவ்வொரு 82 0-க்கு, 14 என்பது, ௩2714, 11274 எனில்‌, 
நம) - நீவ ௩ 8 என இருக்கும்‌. 
ஆகையால்‌, 28-ஐக்‌ களமாகக்‌ கொண்ட £ என்ற சார்பு, (57 ஆனது 1-க்குச்‌ சீராக 
ஒருங்கும்‌ படி அமையும்‌. (தேற்றம்‌ 6.5) 
மலும்‌, 1 தொடர்ச்சியானது. (தேற்றம்‌ 6.10) 
1 வரம்புடையது மற்றும்‌ 1) என்ற எண்‌, அனைத்து xeX-க்கு, ]1(20) - f(x) 1 
என இருப்பதால்‌, 1-ம்‌ வரம்புடையது. 
எனயவ, 1€6(3). 
4-ல்‌ (1,) ஆனது ரீ“க்குச்‌ சீராக ஒருங்குவதால்‌, 1-5 எனில்‌, |, - 1| — 0. 
ஆகையால்‌, 62) ஒரு முழு யாப்பு வெளி. 
6.6. சீரான ஒருங்கல்‌ மற்றும்‌ ரீமன்‌-ஸீடீலிஜெஸ்‌ தொகையிடல்‌ 
6.16. மதற்றம்‌ 

[8, b]-ல்‌ ௦ வரம்புறு மாறல்‌ சார்பு. {14 என்ற தொடர்வரிசையின்‌ ஒவ்வொரு 
உறுப்பும்‌ மெய்மதிப்புச்‌ சார்பு, அனைத்து உ ௪ 1, 2, ... “க்கு [a, ]-ல்‌ f,5€R(a) 
என்க. [8, b]-ல்‌ (1) ஆனது 1“க்கு ஒருங்குகிறது. 
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XK 
g(x) = Jf, Oda(®), xEfa, b], n= 1,2, ... எனில்‌, 

a 
(௮ [a, b]- ஸ்‌ feR(a) 

X 
(ஆ ௨௦) | £(1) 4௦(0), எனில்‌, {2௩3 ஆனது ஐ-க்கு ஒருங்கும்‌. 
நிறுவல்‌: 
௦: ஆனது ஏறும்‌ சார்பு, ௦(௮) ₹0(0) என்க. 

(அ [8,01-ல்‌ 6-ஐப்‌ பொறுத்து 1 ரீமன்‌ நிபந்தனையை நிறைவேற்றும்‌ என 
நிறுவினால்‌ போதுமானது. 
82 0 கொடுக்கப்பட்டுள்ளது என்க. 


N என்ற எண்ணை, அனைத்து க [2, 5]-க்கு, 


(x) = ௫09] < எனத்‌ தேர்ந்தெடுக்க. 


8 
3[a(b)-a(a)] 
பின்‌, [8, b]-ன்‌ அனைத்து பிரிவினை க்கு, 
பம, f- ix, a) |< E/3 மற்றம்‌ (L(P, f - fh, a) | < €/3. 
இந்த N-க்கு, ௪. என்ற பிரிவினையை, அதை விட மென்மையான பிரிவினை 
மக்கு, U(P, ix, 0) - L(P, ix, ot) | < €/3 எனுமாறு தேர்ந்தெடுக்க. 
இந்த ஒ-க்கு, 

U(P, £, ox) - L(P, £, a) < U(P, f - fx, a) + L(P, f- fx, a) + 
U(P, £, «) - L(P, f, «) 
< [UP f- fy, | +P, f- fa) +E/3 KE 
எனவே, fகeR(அ). 
(அ) 82 0 பகொடுக்கப்பட்டுள்ளது என்க. 


14-ஐ 12 N, அனைத்து 1€[8, b]-க்கு, 


£ _ E த்‌ ம்‌ 
டட - 1௫0) < 2௧௫) வலு] பாம மதர்ந்தெடுக்க. 
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தொடர்கள்‌ 


36 [8, b] எனில்‌, 
X 
௨௦9-809) 5 In - £0 do, 


a(x) - (a) € Mag 


 a(b)-a(a) 2 
எனவே, [2, 6]-ல்‌ (ஜூ) ஆனது ஐ-க்குச்‌ சீராக ஒருங்குகிறது. 
குறிப்பு 
இத்தேற்றத்தின்‌ முடிவு, அனைத்து %௭ [2, 01-க்கு, 
யு | (t)da(t) = if, (0) ி௦() என்பதைத்‌ தருகிறது. . 
இந்த பண்பு, ஒரு சீரான ஒருங்கும்‌ தொடர்வரிசையை உறுப்பு வாரியாக 
மதொகையிட முடியும்‌ என்பதை விளக்குகிறது. 


6.17. ேற்றம்‌ 
[8, b]-ல்‌ ௦ என்பது ஒரு வரம்புறு மாறல்‌ சார்பு. >£.(x) = f(x) (la, 6]-ல்‌ 
சீரானது இங்கு ஒவ்வொரு £,-ம்‌ மெய்மதிப்புச்‌ சார்பு, [8, b]-ல்‌ 1,€R(௦:) எனில்‌, 
(அ 1[8,0]-ல்‌ feR(a) 
KX ஜெ oo XxX 
ஆ | > fda = > [0 08௫0, ( [a, bJ-o்‌ சீரானது 
an] n=1a 
நிறுவல்‌: 
பகுதி கூடுதல்களின்‌ தொடர்வரிசைக்கு, தேற்றம்‌ 6.16-ஐப்‌ பயன்படுத்த, 
இத்தேற்றம்‌ நிறுவப்படும்‌. 
குறிப்பு: 
இத்தேற்றம்‌, ஒரு சீராக ஒருங்கும்‌ தொடரை உறுப்பு வாரியாக தொகையிட 


முடியும்‌ என்பதை விளக்குகிறது. 
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6.7. உறுப்பு வாரியாக தொகையிடக்‌ கூடிய, சீராக ஒருங்காத தொடர்வரிசைகள்‌ 
உறுப்பு வாரியான தொகையிடலுக்கு, சீரான ஒருங்கல்‌ ஆனது போதுமான 
நிபந்தனை ஆகும்‌. ஆனால்‌, தேவையானது அல்ல. அதைக்‌ கீழ்க்கண்ட 
எடுத்துக்காட்டின்‌ வழிக்‌ காண்போம்‌. 
0.18. எடுத்துக்காட்டு 
f(x) =x, 031, 
இதன்‌ எல்லை சார்பு 1, 1(%) ஈ 0, %€[0, 1), 1(1) - 1 ஆகும்‌. 
எனவே, {1 ஆனது தொடர்ச்சியற்ற எல்லையைக்‌ கொண்ட, தொடர்ச்சியான 


சார்புகளின்‌ தொடர்வரிசை என்பதால்‌, [0, 1]- ல்‌ இந்த ஒருங்கல்‌ சீரானது அல்ல. 


] | 
[fa 0000% = [%” dx 1/(n+1) 
0 0 


ம்‌ 


॥ ௯ எனில்‌, 11) ()0- 0. 


ம்‌ 


1 | 
எனவே, im [ர (x) dx = | fix)dx =0 


0.19. வரையறை 

E என்ற கணத்தின்‌, தொட்ர்வரிசை (1); என்க. M 2 0 என்ற மாறிலி, 
அனைத்து xeF மற்றும அனைத்து 1-க்கு, [1,(%)] 5 M என அமையுமானால்‌, 
[1-ல்‌ தொடர்வரிசை (1) சீரான வரம்புடையது (uniformly bounded) 
எனப்படும்‌. 

M ஆனது {1௩]-ன்‌ சீரான வரம்பு எனப்படும்‌. 

ஒவ்மவொரு சார்பு நம்‌ வரம்புடையது. E-ல்‌ (17), ர-க்குச்‌ சீராக ஒருங்கும்‌ எனில்‌, 


E-ல்‌ {£,} சீரான வரம்புடையது. 
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தொடர்கள்‌ 


0.20. எடுத்துக்காட்டு 
2 


Xx 


6-4... 
241 - ஐல” 


O<x<l.,n=1,2,... 


0) | 1 என்பதால்‌, [0, 1]-ல்‌ {1%} சீரான வரம்புடையது. 
6.21. வரையறை 

E-ல்‌ (1) என்ற தொடர்வரிசை புள்ளிவாரியாக ஒருங்கும்‌ தொடர்வரிசையாகவும்‌, 
1-ல்‌ சீரான வரம்புடையாதாகவும்‌ அமையின்‌, {1 ஆனது வரம்புக்குட்பட்ட 
ஒருங்கும்‌ (boundedly convergent) தொடர்வரிசை எனப்படும்‌. 
6.22. தேற்றம்‌ 

(1) என்பது [8, b]-ல்‌ வரம்புக்குட்பட்ட ஒருங்கும்‌ தொடர்வரிசை. மலும்‌, 
[2, b]-ல்‌ ஒவ்வொரு 4,273. மற்றும்‌ அதன்‌ எல்லை சார்பு ரக. [க, 0]-ல்‌ 
P= ஜே, . Xm} என்ற பிரிவினை, ட என்ற எந்த புள்ளிகளும்‌ இல்லாத, 
ஒவ்வொரு உள்‌ இடைவெளி [௦, 0]-ல்‌ {1 என்ற தொடர்வரிசை :1“க்குச்‌ சீராக 
ஒருங்குகிறது என அமைகிறது எனில்‌, 

b b ர 

ப்ரி [1 (0 = த 1) (0 dt= [1௫ dt 
நிறுவல்‌: 

£ வரம்புடையது மற்றும்‌ (1) சீரான வரம்புடையது என்பதால்‌, M என்ற மிகை 
எண்‌, அனைத்து %6€[8, ]-க்கு, ௩ 2 1, நி0)] ௫ M மற்றும்‌ [1(%)] ௫ M என 
அமையும்‌. 
820 என்பது 28 ௩ || P || என்றவாறு மகொடுக்கப்பட்டுள்ளது என்க. 
h - £/2ற, ங என்பது P-ன்‌ உள்‌இடைவெளிகளின்‌ எண்ணிக்கை. 


[8, b]-ல்‌ 1” என்ற புது பிரிவினையை எடுத்துக்‌ கொள்க. 
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P' = { xo, xoth, xi-h, x; +h, ..., Xml — h, Xm +h, ..., Xm — h, Xa} 
எனக. 

[, b]-ல்‌ |1- நீ) தொகையிடத்தக்கது மற்றும்‌ வரம்புடையது (வரம்பு 2M) என்பதால்‌, 
[Xo, xoth], [x1-h, x1 + hl], ...; [Xm-1 —h , Xm-1 + hi]... 

[Xm - h, உ] என்ற இடைவெளிகளின்‌ மேல்‌ |£ - £,]-ன்‌ தொகையீடுகளின்‌ மதிப்பு 
அதிகபட்சமாக 2M(2றந) - 2146 என அமையும்‌. 

[a, 0]-ன்‌ மீதியுள்ள பகுதி (1% என்க) ஆனது முடிவுள்ள எண்ணிக்கையுள்ள 
மூடிய இடைவெளிகளின்‌ சேர்ப்பு ஆகும்‌. இந்த ஓவ்வொரு மூடிய இடைவெளியிலும்‌, 
(17 என்ற தொடர்வரிசை ந£-க்குச்‌ சீராக ஒருங்கும்‌. 

எனமவ, 14 என்ற முழு எண்‌ (8-ஐ மட்டும்‌ பொறுத்து அனைத்து %€]*-க்கு 
11211 எனில்‌, [1(%) - ,(%)] 2 6 என அமையும்‌. 

ஆகையால்‌, £-ன்‌ இடைவெளிகளின்‌ மேல்‌, | - £;-ன்‌ தொகையீடுகளின்‌ மதிப்பு 
அதிகபட்சமாக 8(0 - 8) என இருக்கும்‌. 


b 
எனவ, 1211 எனில்‌, | [£(xX) - f (xX) dx <(2M +b - ale. 
a 
b b 
ஆகையால்‌, 1௦ எனில்‌, [£f.%) dX ௯ [100 dx 
a a 


0.8. சீரான ஒருங்கல்‌ மற்றும்‌ வகையிடல்‌ 
(ரான்‌ சீரான ஒருங்கலால்‌, (1) பற்றி எதுவும்‌ அறியமுடியாது என 
எடுத்துகாட்டு 6.3-ல்‌ விளக்கப்பட்டுள்ளது. எனவே, ந,  £ எனில்‌, £ ரி ஆக 
அமைவதற்கு வலிமையான கருதுகோள்‌ தேவைப்படுகிறது. 
6.23. நேற்றம்‌ 
ப) என்பது [8,0]-ல்‌ வகைக்கெழுக்‌ காணத்தக்கச்‌ சார்புகளின்‌ 


மிதாடர்வரிசை. [8, 0]-ன்‌ ஏதேனும்‌ ஒரு புள்ளி 3-ல்‌ (,6ி)) ஒருங்குகிறது. 
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தொடர்கள்‌ 


[8, b]-ல்‌ {6 ஆனது சீராக ஒருங்குகிறது எனில்‌, [8, 6]-ல்‌ {8% ஆனது 1 
என்ற சார்புக்குச்‌ சீராக ஒருங்கும்‌ மற்றும்‌ 8 %) - lim i) (ax b). 
நிறுவல்‌: 

82 0 பகொடுக்கப்பட்டுள்ளது எனக. 
N என்ற எண்ணை, ௨2711, > N > [fi(%0) -ந்வு282.. (6) 
எனத்‌ தேர்ந்தெடுக்க. 


மற்றும்‌, |£,'(₹) - £௩ (0 | 2 12:3 2-9 1) Fr (7) 





ந 
1, - 1) என்ற சார்புக்கு, இடைமதிப்புத்‌ தேற்றம்‌ பயன்படுத்த, 
| (fh = fm (X) - (fh = fm) ®) |< 8-1] fm')(C) |, cE(a, b) 
x,t e[ab]-கs, nN, m2N எனில்‌, 


ரர்‌ (8) 





50-80-50 +80 IS 


எனவவ, 

| 1(X)- 12) | = | 10) டு 11%) பூ 16) 15250) | டட மே) i fn(Xo)| 
< £/2+e/2=e(acxkb,n>zN,m௫2N) 

ஆகையால்‌, [2, ]-ல்‌ (17, சீராக ஒருங்குகிறது. 


f(x) = இபப £,(X) என்க. (82%) 


௪ [8,0]-ஐ நிலைத்ததாகக்‌ கொண்டு, ௨1ல்‌, 14 X-க்கு, 


ip - fn கி ப்‌ 
1-% 


g(t) - ன்‌ ஹ (9) 


என வரையறுக்க. 


பின்‌, மற 0) “109, மாட 1709. 
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(7) = (டட - ர < கஸ்‌ m2N 


2(b-a 
எனவே, 1 4 3 எனில்‌, (ஓ, ஆனது சீராக ஒருங்கும்‌. 
(1 ஆனது 1-க்கு ஒருங்குவதால்‌, 
(9)அஆaxt<மb,t+#ஆx எனில்‌, இப்‌ ர - ஓ(1) , (சீராக) 
தேற்றம்‌ 6.12-ஐ {0௩} -க்குப்‌ பயன்படுத்த, 
யா (1) = ம ந) 
அதாவது, 1'(%) - மற மூடே 

தொடர்களுக்கான, இத்தேற்றம்‌ பின்வருமாறு கூறப்படும்‌ 
6.24. தேற்றம்‌ 

(1, ஆனது [8, 1-ல்‌ வகைக்கெழுக்‌ காணத்தக்கச்‌ சார்புகளின்‌ தொடர்வரிசை. 
[8, ]-ன்‌ ஏதேனும்‌ ஒரு புள்ளி %0-ல்‌ 2,0) என்ற தொடர்‌ ஒருங்குகிறது. மேலும்‌, 
(1) ஆனது [&, 6]-ல்‌ சீராக ஒருங்குகிறது எனில்‌, 41)- ம்‌ £-க்குச்‌ சீராக 
ஒருங்கும்‌ மற்றும்‌ £ '%) ௪ 280), xe[a, 6]. 
6.25. மதற்றம்‌ 

எந்த புள்ளியிலும்‌ வகைக்கெழு காண முடியாத, ஆனால்‌ மெய்‌ தொடர்ச்சியுடைய 
மிமய்‌ சார்பு மெய்க்கோட்டில்‌ இருக்கும்‌. 
நிறுவல்‌: 

p(y |x|, (1 281) 
அனைத்து மெய்‌ க்கும்‌, (௪42) - ம எனின்‌, ஓ (%)-ன்‌ வரையறை 
விரிவாக்கப்படும்‌. 
எனவே, அனைத்து 5, (-க்கு, 1ர() -ட(0| 518 -( 
குறிப்பாக, R -ல்‌ ட மிதாடர்ச்சியாக அமையும்‌: 
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f(x) = > (Dos) என வரையறுக்க டட... ஸை (10) 
n= 


0 4 & 1 என்பதால்‌, R'-ல்‌ தொடர்‌ (10) ஆனது சீராக ஒருங்கும்‌. (தேற்றம்‌ 6.11) 
எனவே, R'-ல்‌ ரீ தொடர்ச்சியானது. (தேற்றம்‌ 6.12). 

1 என்ற மெய்யெண்ணையும்‌, 11 என்ற மிகை முழு எண்ணையும்‌ நிலைத்ததாகக்‌ 
கொள்க. 

ரே 2 (1/2)(4)" என்க. 

இதில்‌, குறியானது எந்த முழு எண்ணும்‌ 4" மற்றம்‌ 4% * ர) 
இவைகளுக்கிடையில்‌ அமையாதிருக்கும்‌ படி தேர்ந்தெடுக்கப்படுகிறது. 

4"5,| - 1/2 என்பதால்‌, இது சாத்தியமாகும்‌. 

En) 609 


A என வரையறுக்க. 


Om 
॥ > 11 எனில்‌, ஆனது 4” 6, இரட்டை எண்‌. எனவே, ௩ ஈ 0. 


0 13 211 எனில்‌, [5 | ௩4" 


௩ | 4” என்பதால்‌, 


ட n An 00 ம்‌ 














Om Om 

க்‌ n 

- (2) 4) 1h 
n=( 
n 

= ந்‌ (3/4) yal 2-2 0) 
n=0 

m m-1 1]. 
2 (3/4) Ym - 20) Yn 
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m-1 4 த 
> 37 - ்‌ (0OEnEMm>|[|Y,|<4") 
> 3". (3" . 1)/2 
= (3" +1)/2 
f(x+0,) - 1) > ரோடு 
m 








11 ௯௦ எனில்‌, 6, 0 என்பதால்‌, ௬-ல்‌ 1 வகைக்கெழுக்‌ காணத்தக்கதல்ல. 


ஒரு தொடரின்‌ சீரான ஓருங்குதலுக்கான பபோதுமானக்‌ கட்டுப்பாடுகளை 
இப்பொழுது காண்போம்‌. 

6.26. தேற்றம்‌ (சீரான ஒருங்குதலுக்கான டிரிக்கெலட்‌ சோதனை) 

E என்ற கணத்தில்‌ வரையறுக்கப்பட்ட மெய்ப்புனை மதிப்பு சார்புகளின்‌ தொடர்‌ 
21(00)-ன்‌ ௩ ஆவது பகுதிக்‌ கூட்டல்‌ 16) ஆனது 1-ல்‌ சீரான வரம்புடையது 
என்க. [ஐ என்பது, அனைத்து ஏக மற்றும்‌ ॥ ௪ 1, 2, ...-க்கு கூ) ₹ நப) 
என அமையும்‌ மெய்மதிப்பு சார்புகளின்‌ தொடர்வரிசை. £-ல்‌ {ஜூ ஆனது 
பூஜ்யத்திற்குச்‌ சீராக ஒருங்குகிறது எனில்‌, 1-ல்‌ 2:80(%)ஐ(%) ஆனது சீராக 
ஒருங்கும்‌. 
்‌ நிறுவல்‌: 


1] 
P= 5 1 
k=1 


n 
n(x) - 91002 (00) என்க. 
k=] ள்‌ ன்‌ 


nh 


்‌ த (X) 1) 0] உ, வ 
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n nh 
= ட (Xx) 8k (Xx) டச்‌ (Xx) உப பே 7 F(X) gn+1(X) 


n 
mL 


எனவ, 12 11 எனில்‌, 


n 
௬3) - Sn(X) - 2 ROO 
னாம்‌ எத இற 


+ ஊ(வவெ- கோவே m(X) 
பன்‌ சீரான வரம்பு M எனில்‌, 


11 
உ) -09)514 2 [2 009-ஐ. 3) + Mgr) — Mgmnt) 
மா] 


= M[gmri(X) ~ நே] + சித — Mgm+i(X) 
= 2Mgm+1(X) 
E-ல்‌ {ஐ ஆனது பூஜ்ஜியத்திற்கு ஒருங்குகிறது என்பதால்‌, தொடர்களுக்கான 
காஷியின்‌ வரைகூற்றைப்‌ பயன்படுத்த, 258,%)ஐ(%) ஆனது £-ல்‌ சீராக ஒருங்கும்‌. 


0.9. சார்புகளின்‌ சம தொடர்ச்சியான தொகுதிகள்‌ 
(Equicontinuous Families of Functions) 

ஒவ்வொரு வரம்புடைய மெய்ப்புனை எண்களின்‌ தொடர்வரிசை, ஒரு ஒருங்கும்‌ 
துணைத்‌ தொடர்வரிசையைப்‌ பெற்றிருக்கும்‌ என்பதை தேற்றம்‌ 2.12-ல்‌ கண்டோம்‌. 
இது, சார்புகளின்‌ தொடர்வரிசைகளுக்கும்‌ உண்மையா என்பதைக்‌ காண்போம்‌. 


முதலில்‌, புள்ளிவாரி வரம்புடை சார்புகளை வரையறுப்போம்‌. 
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6.27. வரையறை 

E என்ற கணத்தில்‌ வரையறுக்கப்பட்ட சார்புகளின்‌ தொடர்வரிசை (1) என்க, 
அனைத்து %€1*-க்கு 1,() என்ற தொடர்வரிசை வரம்புடையதாக அமையும்‌ 
எனில்‌, (177, புள்ளிவாரி வரம்புடையது (0011178156 bounded) என்போம்‌. 

அதாவது, 1-ல்‌ வரையறுக்கப்பட்ட முடிவுள்ள மதிப்பு சார்பு ஓ ஆனது 
ம) < p(X), 61, n= 1, 2, .. எனக்‌ காணலாம்‌. 
6.28. வரையறை 

4 என்ற யாப்பு வெளியின்‌ கணம்‌ 1-ல்‌ வரையறுக்கப்பட்ட மெய்ப்புளை 
சார்புகளின்‌ தொகுதி சீ என்க. அனைத்து 82” 0-க்கு, 62” 0 என்பது EE, 961 
-க்கு 0204) £ 6 எனில்‌, 100) -1() | ௫ £, ரீ6 F எனுமாறு இருந்தால்‌, ல்‌ சீ 
சமமதொடர்ச்சியானது (EquicontinuousS) என்போம்‌. 

0 என்பது %-ன்‌ யாப்பு ஆகும்‌. 

சமதொடர்ச்சி தொகுதியின்‌ ஒவ்வொரு உறுப்பும்‌ சீரான தொடர்ச்சியானது என்பது 
மெளிவு, 
0.29. நேற்றம்‌ 

ப்‌ என்பது 1$ என்ற எண்ணத்தக்க கணத்தில்‌ புள்ளிவாரி வரம்புடைய 
மெய்ப்புனை சார்புகளின்‌ மிதாடர்வரிசை எனில்‌, {ந என்பது {ர ஸி என்ற 
துணைத்‌ மிதாடர்வரிசையை, . அனைத்து xeE-க்கு 4 fn, (ட)! ஒருங்கும்‌ படியாகப்‌ 
மிபற்றிருக்கும்‌.. 
நிறுவல்‌: 


(67, 1-1,2, 3... என்பன, தொடர்வரிசையில்‌ வரிசைப்படுத்தப்பட்ட [ன்‌ 


புள்ளிகள்‌ என்க, 
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தொடர்கள்‌ 


(1,0); வரம்புடையது என்பதால்‌, (12 டி என்ற துணைத்‌ தொடர்வரிசை, K-௦௦ 


எனில்‌, 4 1 £ &)) ஒருங்குமாறு இருக்கும்‌. 
$1 52 93, .... என்ற தொடர்வரிசைகளை எடுத்துக்‌ கொள்க. 
1 11. 15 1] 2, 11. 3 114, 
S2 க 12. 15 1. 29 1 35 12. 45 
33-13 132 133 Ba 


(இவைகள்‌ பின்வரும்‌ பண்புகளைப்‌ பெற்றிருக்கும்‌. 

(அ ௪2,3, 4, ..-க்கு 5) ஆனது ,-ன்‌ துணைத்‌ தொடர்வரிசை. 

(ஆ %-,ல. எனில்‌, (1௨) ஒருங்கும்‌. 

(இ) ஒவ்வொரு பபவில்விற்ம்‌ சார்புகள்‌ ஒரே வரிசையில்‌ தோன்றும்‌. 
அதாவது, 51 “ல்‌ ஒரு சார்பு மற்றொன்றின்‌ முன்னால்‌ வருமாயின்‌, ஒவ்வொரு 
லும்‌ அதே தொடர்பில்‌ இருக்கும்‌. (ஒன்று அல்லது மற்றொன்று நீக்கப்படும்‌ 
வறை) 

Sf bz 13 faa ப என்ற தொடர்வரிசை, ரோன்‌ 
துணைத்தொடர்வரிசையாகும்‌. (முதல்‌ ௩ உறுப்புகளைத்‌ தவிர), வஹி அ இனி 
எனவே, (அ) அ அனைத்து ;€-க்கு, 1௯௦ எனில்‌, (108) ஒருங்கும்‌. 


சமதொடர்ச்சி மற்றும்‌ தொடர்ச்சியான சார்புகளின்‌ தொடர்வரிசைகளின்‌ சீரான 
ஒருங்கல்‌ இவைகளுக்குண்டானத்‌ தொடர்பை பின்வரும்‌ இரு தேற்றங்கள்‌ 
கூறுகின்றன. 
6.30. தேற்றம்‌ 

K என்பது ஒரு கச்சித யாப்பு வெளி. 1 ௪ 1, 2, 3, ...-க்கு f,€ (K) மற்றும்‌ K- 
ல்‌ {1%} சீராக ஒருங்குகிறது எனில்‌, K-ல்‌ (ந) சம தொடர்ச்சியானது. 
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நிறுவல்‌: 

820 கொடுக்கப்பட்டுள்ளது என்க. 41] சீராக ஒருங்குகிறது என்பதால்‌, N 
என்ற முழு எண்‌, | £, - ரஷ] ££ (௩5 ஸி) எனுமாறு இருக்கும்‌. 

கச்சித கணத்தில்‌, தொடர்ச்சியான சார்புகள்‌ சீரான தொடர்ச்சியானவையாதலால்‌, 
1513], 0053)₹92ய0-00₹8 டட. எரா (11) 
என இருக்கும்‌. எனவே, ॥ 2 N மற்றும்‌ (6,377) ₹6 
09-00) 2609-0 + LG) = fy) + Hv) — 8560) 

< 38 
இதனுடன்‌ (1 1)- இணைக்க, K-ல்‌ (1) சம தொடர்ச்சியாக அமையும்‌. 
6.31. நேற்றம்‌ 

K என்ற கச்சித கணம்‌, ௩ ஈ 1, 2, 3, ...-க்கு £,€€(K) மற்றும்‌ K-ல்‌ (45) 

புள்ளிவாரி வரம்புடைய, சம தொடர்ச்சியானது எனில்‌, 

(அ) {1௩ ஆனது K-ல்‌ சீரான வரம்புடையது. 

(அ) மீர்‌ ஆனது சீரான ஒருங்கல்‌ உடைய துணைத்தொடர்வரிசையைப்‌ 
பெற்றிருக்கும்‌. 

நிறுவல்‌: 

(அ) 820 பகொடுக்கப்பட்டுள்ளது என்க. (1, சம தொடர்ச்சியானது என்பதால்‌, 
6 20 என்பது 4(%, ர) ௩ 6 அ [f(%) - ந) <௧ (அனைத்து 1-க்கும்‌). 

K கச்சிதமானது என்பதால்‌, K-ல்‌ முடிவுள்ள அநேக பல புள்ளிகள்‌ 7, ..., ௮* 
என்பன, ஒவ்வொரு %€]$-ம்‌, ௮(%, ற) ௩ 6 என அமையும்‌ குறைந்தது ஒரு ஒர 
உடனாவது இணைக்கும்படியாக அமையும்‌. | 

(1 புள்ளிவாரி வரம்புடையது என்பதால்‌, ; ௩ ௦ ஆனது, அனைத்து ॥-க்கு 
ட்டி <j; என இருக்கும்‌ 

M= Max{M,, ..., M:} எனில்‌, அனைத்து %€18-க்கு [f(x)|<M * 8. 
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மிதாடர்கள்‌ 


எனவே, K-ல்‌ (1) 8-ல்‌ சீரான வரம்புடையது. 

(ஆ) 1 என்பது K-ன்‌ எண்ணத்தக்க அடர்‌ உட்கணம்‌ என்க. 

தொடர்வரிசை {£,] ஆனது, அனைத்து %13-க்கு 4 1. (0) ஒருங்கும்‌ படியாக, 
1 


(1. ) என்ற துணைத்‌ தொடர்வரிசையைப்‌ பெற்றிருக்கும்‌. (தேற்றம்‌ 6.31) 
| 


in. = ஐ, என்க. 
(2) ஆனது K-ல்‌ சீராக ஒருங்கும்‌ என நிறுவுவோம்‌. 
£2 0 என்க. 62 0. 
V(x, 6) = {yeK: d(x, y) < 0} என்க. 
E ஆனது K-ன்‌ அடர்‌ உட்கணம்‌, ௩ கச்சித கணம்‌ என்பதால்‌, 13-ல்‌ முடிவுள்ள 
அநேக பல புள்ளிகள்‌ 1, ..., ௩ என்பன, 
Kc V(x},0)U..U V(x, 0) எனுமாறு இருக்கும்‌. 
அனைத்து ௬க£-க்கு {ஐ)} ஒருங்கும்‌ என்பதால்‌, 14 என்ற முழு எண்‌, 
i2N,j>N,1<s<m எனும்‌ பொழுது, |ஐ(%) - தயோ “ 8 எனுமாறு 
இருக்கும்‌ 
xeK > xe V(x,0)U...U V(Xm 0) 
ஏதெனும்‌ ஒரு 8-க்கு, X€ V(X, 6) 
-? அனைத்து 1-க்கு, (ஐ) - இ) 58 
எனவே, 12N,] 2714 எனில்‌, 
(29-09) ₹1/209- த) * |ஐஜே- ஐஜி * (த - தயி 
< 38 


(1) என்பது, சீரான ஒருங்கும்‌ துணைத்தொடர்வரிசை 41%. ) பெற்றிருக்கும்‌. 
i 
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6.10. ஸ்டோன்‌ வயிஸ்ட்ராஸ்‌ தேற்றம்‌ (Stone Weierstrass Theorem) 
6.32. தேற்றம்‌ 
1 என்பது [&, b]-ல்‌ தொடர்ச்சியான மெய்ப்புனை சார்பு எனில்‌, {ஒ,} என்ற 

பல்லுறுப்புக்‌ கோவைகளின்‌ தொடர்வரிசை, [2, b]-ல்‌ £-க்குச்‌ சீராக ஒருங்குமாறு 
அமையும்‌. 

1 மெய்‌ எனில்‌, ,-ம்‌ மெய்யாக எடுக்கப்பட வேண்டும்‌. 
நிறுவல்‌: 

[a, b] = [0, 1], f(0) = f(1) = 0 என்க. 
இந்த வகையில்‌, தேற்றம்‌ நிறுவப்படுமானால்‌, 
g(x) ~ f(x) -1(0) - x[f(1) - £(0)] (0 <x < 1) எனில்‌, (0) ௪ g(1)=0 

ஐ ஆனது சீராக ஒருங்கும்‌, பல்லுறுப்புக்‌ கோவைகளின்‌ தொடர்வரிசையின்‌ 
எல்லையாகப்‌ பெறப்படுமேயானால்‌, £ - ஐ ஒரு பல்லுறுப்புக்‌ கோவை என்பதால்‌, இது 
1-க்கும்‌ உண்மையாகும்‌. 

மேலும்‌, %எ[0, 1] எனில்‌, 1(20) - 0 என வரையறுக்க. 

எனவே, மெய்க்கொடு முழுவதும்‌, £ சீரான தொடர்ச்சியானது. 
Q(%) = (1- x)", (n= 1,2, 3...) 


l 
ட எஸ்து [படல்‌ ௬ 1 (௩௪ 1, 2, 3.) என இரக்கம்‌ பட 
மதர்ந்தெடுக்கப்படுகிறது. 


| | 
|x dx = 2[(1-x)" dx 
ல 0 


iV 


1/4 
2 | (1-%5)* dx 
0 


IV 


Nn 
2 | (1-௩௬?) ௦%, (ஏனெனில்‌, (1 - "21-ம்‌ 
0 
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தொடர்கள்‌ 


2. 


த 

3/7 
| 

அனால்‌, [௦,(1-%”)" x = 
-1 


C 
எனவே, 15-௨ 5, ந 
ப \n 


n 
(1 - ஏ)" - 1 + ௩” என்ற சார்பின்‌ மதிப்பு ௬௪ 0 எனில்‌, பூஜ்யம்‌ ஆகும்‌, (0, 1)-ல்‌ 
அதன்‌ வகைக்கெழுவின்‌ மதிப்பு மிகை என்பதினால்‌ நிறுவப்படுகிறது. 
009-(1-32)” <Vn(1-x) 
8 </*|<1 எனில்‌, Q%) ௩ Vn (1 - 87)" 
எனவே, 6 ₹ | ₹ 1 எனில்‌, 0) ஆனது பூஜ்ஜியத்திற்குச்‌ சீராக ஒருங்கும்‌. 


] 
P,(x)= 1819) 0 Wdt, (0 <x <1) என்க. 
| 


1- 
டு = ர்‌ f(x +t) டெடும்‌ 


| 
(10 (1-3) dt 


இது, உல்‌ ஓரு பல்லுறுப்புக்காலவை. எனவே, (2, ஆனது 
பல்லுறுப்புக்கோாவைகளின்‌ தொடர்வரிசை. மேலும்‌, 1 மெய்‌ எனில்‌, ,-ம்‌ மெய்‌. 

82 0 கொடுக்கப்பட்டுள்ளது என்க. 

௦20 என்பது 7-3 ௩ 6 அ |[f(Y) - f%)| ₹ 8/2 எனத்‌ தேர்ந்தெடுக்க. 

M = $ழற]1(26)] என்க. 


0 53% 31-க்கு, 
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| | 
Pa(x) - f(x) = | f(x +t) நெடு dt - I(x) | Qn dt 





| 
] [f(x + 0) - £x)]Q, (0 dt 





IA 


1 
| Ix + t) - f(x)| Q, 00 


IA 


-0 6 | 
2M | Qo dt + [நடு ட ணர்‌ [0 dt 


4Mvn (1 -6°)"+e/2 (Q(x) > 0) 
< £ (-ன்‌ பெரிய மதிப்புகளுக்கு) 


1A 


எனவே, (1,001) ஆனது [0, 1]-ல்‌ 1*க்குச்‌ சீராக ஒருங்குகிறது. 
6.33. துணைத்மதற்றம்‌ 

[-8, ௮] என்ற ஒவ்வொரு இடைவெளிக்கும்‌. மெய்‌ பல்லுறுப்புக்‌ கோவைகளின்‌ 
தொடர்வரிசை (7), (0) = 0 ஆனது [-8, 8]-ல்‌ |30-க்குச்‌ சீராக ஒருங்கும்‌. 
நிறுவல்‌: 

தேற்றம்‌ 6,32-ன்‌ படி, (14) என்ற மெய்‌ பல்லுறுப்புக்கோவைகளின்‌ 
நிதாடர்வரிசை, [-8, 8]-ல்‌ [30/-க்குச்‌ சீராக ஒருங்கும்‌. குறிப்பாக, 1 -5 ௦ எனில்‌, 
P,*(0) > 0. 
P,(x) = P,*(x) - P,*(0) (n= 1, 2, 3, ...) என்க. 
எனவே, {,%0)} என்ற தொடர்வரிசையானது, [-8, ௮]-ல்‌ [30-க்குச்‌ சீராக ஒருங்கும்‌. 
மேலும்‌, ௪,(0) = 0 
6.34. வரையறை 

1$ என்ற கணத்தில்‌ வரையறுக்கபாட்ட மெய்ப்புனை சார்புகளின்‌ தொகுதி 4 
என்க. அனைத்து 1€4, ஓக க்கு, 
(௮ f+geA 
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(ஆ) fgeA 
(இ) ரீக 4, ௦ ஒரு மெய்ப்புனை எண்‌ 
என அமையுமானால்‌, 4 ஆனது அறமம்‌ (Alஜebra) எனப்படும்‌. 

அதாவது, 4 ஆனது கூட்டல்‌, பெருக்கல்‌, அளவிப்‌ பெருக்கல்‌ (80848 
multiplication) ஆகியவற்றின்‌ கீழ்‌ மூடியது. 

A என்பது மெய்சார்புகளின்‌ அறமம்‌ எனில்‌, (இ)-ல்‌ ௦ என்பது மெய்‌ ஆகும்‌. 

14 ( ॥ = 1, 2, 3, ...) மற்றும்‌ 1-ல்‌ (1, ஆனது [க்குச்‌ சீராக 

ஒருங்கும்‌. ரீ€ 4 எனில்‌, 4 ஆனது சீராக மூடியது (பniformly closed) 
எனப்படும்‌. 

4-ன்‌ உறுப்புகளின்‌ சீராக ஒருங்கும்‌ தொடர்வரிசைகளின்‌ எல்லைச்சார்புகளின்‌ 
கணம்‌ B எனில்‌, 8 என்பது - ன்‌ சீரான அடைப்பு (பறiform closure) 
எனப்படும்‌. 

எடுத்துக்காட்டாக, அனைத்து பல்லுறுப்புக்‌ கோவைகளின்‌ கணம்‌ ஒரு அறமம்‌ 
ஆகும்‌. எனவே, வயிஸ்ட்ராஸ்‌ தேற்றம்‌ பின்வருமாறுக்‌ கூறப்படும்‌. 

[8, b]-ல்‌ தொடர்ச்சியான சார்புகளின்‌ கணம்‌ ஆனது, [8, 0]-ல்‌ 
பல்லுறுப்புக்கோவைகளின்‌ கணத்தின்‌, சீரான அடைப்பு ஆக அமையும்‌. 
6.35. மதற்றம்‌ 

வரம்புடைய சார்புகளின்‌ அறமம்‌ 4ி-ன்‌ சீரான அடைப்பு B எனில்‌, $ ஆனது 
சீரான அடைத்த அறமம்‌. 
நிறுவல்‌: 

1.8, 26.8 எனில்‌, (1) மற்றும்‌ (ஜூ என்ற சீராக ஒருங்கும்‌ தொடர்வரிசைகள்‌ 


லை! ௭-2 ஐ, 1)6.4, ௧A எனக்‌ காணலாம்‌. 
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சார்புகள்‌ வரம்புடையன என்பதால்‌, 
f, + gn — f+ இரந்த நீத நே > cf ஆகும்‌. ( என்பது மாறிலி 
ஒவ்வொரு வகையிலும்‌, ஒருங்கல்‌ சீரானது. எனவே, 1 *+ ஓ €தீ, [த€ கீ, cfeB 
எனவே, நீ ஒரு அறமம்‌. 
பதற்றம்‌ 1.48-ன்‌ படி B சீராக மூடியது. 
6.36. வரையறை 
E என்ற கணத்தில்‌ வரையறுக்கப்பட்ட சார்புகளின்‌ தொகுதி 4. ஒவ்வொரு 
இணை வெவ்வேரன இணைப்புள்ளிகள்‌ ௬1, 2 €13-க்கு 1€.4 என்பது 1(%1) 2 
12) என அமையுமாயின்‌, 4 ஆனது E-ன்‌ புள்ளிகளைப்‌ பிரிக்கிறது (5parate 
00115) என்கிமறாம்‌. 
அனைத்துப்‌ புள்ளி ௬கத-க்கு, £4 என்ற சார்பு, ஐ020) * 0 எனில்‌, [ன்‌ 
எந்தப்புள்ளியிலும்‌ மறையவில்லை ( vanishes at no point of E) என்கிறோம்‌. 
அனைத்து ஒரு மாறி பல்லுறுப்புக்‌ கோவைகளின்‌ அறமம்‌ R'-ல்‌ இப்பண்புகளைப்‌ 
மிபற்றிருக்கும்‌. 
[-1, 1]-ல்‌ அனைத்து இரட்டை பல்லுறுப்புக்‌ கோவைகளின்‌ அறமம்‌ 
புள்ளிகளைப்‌ பிரிக்காது. ஏனெனில்‌, அனைத்து இரட்டை சார்பு £-க்கு ஈ(-%) - 1(%). 
இந்த கருத்துக்களைப்‌ பின்வரும்‌ தேற்றம்‌ மேலும்‌ எடுத்துக்காட்டுகிறது. 
6.37. தேற்றம்‌ 
£-ல்‌ வரையறுக்கப்பட்ட சார்புகளின்‌ அறமம்‌ 4 ஆனது, E-ல்‌ புள்ளிகளைப்‌ 
பிரிக்கிறது. மற்றும்‌ -ன்‌ எந்தப்‌ புள்ளியிலும்‌ மறையாது. 3, 2 என்பன ஆ-ன்‌ 
மிவவ்வேறானப்‌ புள்ளிகள்‌ மற்றும்‌ ௦1, 0 என்பன மாறிலிகள்‌. (4 மெய்‌ அறமம்‌ 
எனில்‌, 01, 69-ம்‌ மெய்‌) எனில்‌, 4 ஆனது £ என்ற சார்பை 10%) - ப டே) * 0 


எனுமாறு பெற்றிருக்கும்‌. 
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நிறுவல்‌: 


கொடுக்கப்பட்ட தற்கோள்களின்‌ படி, -4 ஆனது ஐ, h, ஈ என்ற சார்புகளை, 


௪0) # (x2), hi) # 0, k(«z) # 0 எனுமாறுப்‌ பெற்றிருக்கும்‌. 
u = gk - g(1)k 
v = gh - g(X2)h எனில்‌, பகத, veA 
u(x) = (gk)(x1) — g(X1)k(x1) 
= g(x1)k(x1) ~ g(x1)k(x1) ~ 0 
v(Xx2) = 0, ம) # 0 மற்றும்‌ v(x1) # 0. 


CV ai 


+- 
வே) 00) 





எனவே, £௪ என வரையறுத்தால்‌, 1(%1) - 01, 1(ே) - 2 ஆகும்‌. 
வயிஸ்ட்ராஸ்‌ தேற்றத்தின்‌ ஸ்டோன்‌ பொதுமையாக்கம்‌ (Stone’s generalization 
of Weierstrass Theorem) 


6.38. தேற்றம்‌ 

K என்ற கச்சித கணத்தில்‌, மெய்‌ தொடர்ச்சியான சார்புகளின்‌ அறமம்‌ -4 என்க. 
K-ல்‌ 4 புள்ளிகளைப்‌ பிரிக்கிறது மற்றும்‌ K-ன்‌ எந்தப்‌ புள்ளியிலும்‌, 4 
மறையவில்லை எனில்‌, 4 -ன்‌ சீரான அடைப்பு தீ, 8-ல்‌ வரையறுக்கப்பட்ட 
அனைத்து மெய்‌ தொடர்ச்சியான சார்புகளைப்‌ பெற்றிருக்கும்‌. 
நிறுவல்‌: 

இதன்‌ நிறுவலை, நான்கு படிகளாகப்‌ பிரிப்போம்‌. 
படி 1: 

1B எனில்‌, [நி€ B. 
'நிறுவல்‌: 

a= suplf(x)|, eK) எனக த ததத 90 00ம்‌ (12) 
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82 0 மிகொடுக்கப்பட்டுள்ளது என்க. 


துணைத்தேற்றம்‌ 6.35-ன்‌ படி, டே, ..., டே என்ற பெய்யெண்கள்‌, 
ல்‌ 1 

2 3 - 13158, (85338) 

1— 





(13) 


என அமையும்‌. 
B ஒரு அறமம்‌ என்பதால்‌, 
g= 2 ஆனது 8B -ன்‌ ஒரு உறுப்பாக இருக்கும்‌. 
எனவே, (11), (12)-ன்‌ படி, 1235) - [f(X)|<ீ (616) 
ஆனது சீராக மூடியது என்பதால்‌, |1|€£ 
படி 2: 
fcB, geB எனில்‌, AX(f, EB மற்றும்‌ Min(f, ஐ eB 

maxX(f, g) = h என்பது, 
h(x) = f(x), 102 தழ 

= தஜழே, 10) < 20 


என வரையறுக்கப்படுகிறது. 177111, ஐ)-ம்‌ இதைப்போல்‌ வரையறுக்கப்படும்‌. 


நிறுவல்‌: 


{+g நீ-2 
max(f, க கதம்‌ பை 
(1; 2) > > 
5 f+g |f-g 
min(f, rE அணக அத்து 
(1, 2) > > 


படி (1)-ன்‌ வாயிலாக, ௮(£, ஐ) €த£ மற்றும்‌ றiற(f, ஐ) €தீ 
மறுசெய்கையினால்‌, (by நம்ம000)) இந்த முடிவு முடிவுள்ள 
எண்ணிக்கையுள்ள சார்புகளுக்கு விரிவாக்கப்படும்‌. 


அதாவது, 1, ..., 168 எனில்‌, (1, ..., ந) €B 
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படி 3: 
ஈ-ல்‌ தொடர்ச்சியான மெய்சார்பு நீ, €K என்ற புள்ளி மற்றம்‌ ௨62 0 
என்பவைக்‌ கொடுக்கப்பட்டிருப்பின்‌, ௨.6. என்ற சார்பு 2(%) -- 13) மற்றும்‌ 
லல (14) 


gl) > 1(0) - 8 
என அமையும்‌. (1௪). 
நிறுவல்‌: 

428 மற்றும்‌. 4 ஆனது தேற்றம்‌ 6.39-ன்‌ கருதுகோள்களை (hypotheses) 
நிறைவற்றுவதால்‌, ந -ம்‌ நிறைவேற்றும்‌. 

எனவே, அனைத்து ஏ க K-க்கு, க. என்ற சார்பை, 
no) =f), hr OOO (15) 


எனுமாறு காணலாம்‌. 

1, தொடர்ச்சியானது என்பதால்‌, y-ஐத்‌ தன்னடக்கிய 3 என்ற திறந்த கணம்‌, 

n> fD-E, (tel). OOOO (16) 

என இருக்கும்‌. 
K கச்சித கணம்‌ என்பதால்‌, 31, ௩ என்ற முடிவுள்ள எண்ணிக்கையுள்ள 
புள்ளிகள்‌, ௩ டய... J டி 
எனுமாறு இருக்கும்‌. 
Ex max(hy1, க்‌ hyn) எனக. 
படி(2-ன்‌ படி, ஐ, த) 1020) 
மேலும்‌, ஐ.(₹) > £() - 6, 18). 
படி 4: 

ஈ-ல்‌ தொடர்ச்சியான மெய்‌ சார்பு $ 62 0 என இருப்பின்‌, ௩hக நீ என்பது, 


h(x) - f(x) <€ (x€K) என இருக்கும்‌. 
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B சீராக மூடியது என்பதால்‌, இந்த கூற்று மதற்றத்தின்‌ முடிவுக்குச்‌ சமானமானது. 
நிறுவல்‌: 

ஒவ்வொரு 36 க்கும்‌, படி(3)-ல்‌ அமைத்த ஐ. என்ற சார்புகளை எடுத்துக்‌ 
கொள்க. 


ஐ தொடர்ச்சியானது என்பதால்‌, %-ஐக்‌ கொண்ட V, என்ற திறந்த கணங்கள்‌, 


s<fD+E, (EV) OOOO (18) 
என அமையும்‌. 

K கச்சித கணம்‌ என்பதால்‌, 3, .... ஸூ என்ற முடிவுள்ள எண்ணிக்கையுள்ள 
புள்ளிகள்‌, 

Kc Vi தி ட... த? ரர்‌ (19) 
என இருக்கும்‌. 


b= min( gy, ஸு ணத என்க. 


படி 2) > heB 
(12) > h(t) > f(t) -6, (218). 
(16), (17) அ h(t) < (1) +E, (618). 
ஆகையால்‌, [௩(8) - 1(0] < ௧, ((€<K). 
குறிப்பு 
இத்தேற்றம்‌, 4 ஒரு மெய்ப்புனை அறமம்‌ எனில்‌ பொருந்தாது. 
0.39. வரையறை 
4 ஒரு அறமம்‌ என்க. அனைத்து 7 ,4- க்கு, அதன்‌ மெய்ப்புனை இணையிய 
சார்பு 7-ம்‌ 4-ல்‌ இருந்தால்‌, 4 ஆனது தன்‌ இணைப்பு அறமம்‌ (51-201! 
algebra) எனப்படும்‌. 


f ஆனது f(x) = 100) என வரையறுக்கப்படுகிறது. 
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6.40. மதற்றம்‌ 

K என்ற கச்சித கணத்தில்‌ உள்ள மெய்ப்புனை தொடர்ச்சியான சார்புகளின்‌ தன்‌ 
இணைப்பு அறமம்‌ 4 ஆனது K-ல்‌ புள்ளிகளைப்‌ பிரிக்கிறது மற்றும்‌ ௩-ன்‌ எந்தப்‌ 
பள்ளியிலும்‌ மறையவில்லை எனில்‌, 4-ன்‌ சீரான அடைப்பு K-ன்‌ அனைத்து 
மெய்ப்புனை தொடர்ச்சியானச்‌ சார்புகளைக்‌ கொண்டிருக்கும்‌. அதாவது, (K)-ல்‌. 4 
அடர்கணம்‌ ஆகும்‌. 
நிறுவல்‌: 

4 -ம்‌ உள்ள K-ன்‌ அனைத்து மெய்ச்சார்பகளைக்‌ கொண்ட த கணம்‌ என்க. 
fe A மற்றும்‌ f= + iv, (பூ, v மெய்‌) எனில்‌. f+ ம 
4 தன்‌ இணைபு அறமம்‌ என்பதால்‌, பகத. 
2) 2% எனில்‌, 1€ 4 என்பது 1;) ஈ 1, 1) “ 0 எனக்‌ காணலாம்‌. 
எனவ, பஷ) ம) -1 
ஆகையால்‌, Kஃல்‌ ஐ புள்ளிகளைப்‌ பிரிக்கிறது. 

3616 எனில்‌, ஏதேனும்‌ ஒரு 2€.4-க்கு பே * 0. மேலும்‌. 2. என்ற மெய்ப்புளை 
எண்‌, 220) உ 0 என இருக்கும்‌. 

f=, f=௰* 1 எனில்‌, ம) > 0. 
எனவே, K-ன்‌ எந்தப்‌ புள்ளியிலும்‌, 4௩ மறையவில்லை. 

ஆகையால்‌, தேற்றம்‌ 6.38-ன்‌ 4% கருதுகோள்களை நிறைவற்றுகிறது. 

எனவே, K-ன்‌ ஒவ்வொரு மெய்‌ தொடர்ச்சியான சார்பும்‌, கடன்‌ சீரான 
அடைப்பில்‌ “இருக்கும்‌. அதாவது, 8-ல்‌ இருக்கும்‌. 

5-ல்‌ 8 ஒரு மெய்ப்புனை கொடர்ச்சியான சார்ப, 1 மர 14 எனில்‌, யக 


க. ஆகையால்‌, 16 79 இது தேற்றத்தை நிறைவேற்றுகிறது. 


நிமய்பெண்‌ பகுப்பியல்‌ ப்‌ 


6.11. சராசரி ஒருங்கல்‌ (Mean Convergence) 
இந்த அத்தியாயத்தில்‌ கூறப்பட்ட சார்புகள்‌ மெய்‌ அல்லது மெமய்ப்புனை 


மதிப்புகள்‌ பெற்றவை. 


6.41. வரையறை 


[8, b]-ல்‌ வரையறுக்கப்பட்ட ரீமன்‌ தொகையிடத்தக்க சார்புகளின்‌ தொடர்வரிசை 
b 
(6) என்க. [உ 6]-ல்‌ சத! என்க. று, [18009 - (ம) 0 எனில்‌, 


[, b]-ல்‌ தொடர்வரிசை {1,} ஆனது 1“க்கு சராசரி ஒருங்குகிறது என்போம்‌. 


இது, im £, 1 என எழுதப்படும்‌. 


குறிப்பு: 
(அ) அனைத்து ௬€[2, b]-க்கு [1(%) - 1%(%)] ₹ 8 எனில்‌, 


b 
[809 - fa )P dx <e O- a). 
a 


ஒவ்வொரு £;-ம்‌ [8, ]-ல்‌ ரீமன்‌ தொகையிடத்தக்கதாக இருப்பின்‌, [8, b]-ல்‌ 41}- 
ன்‌ க்குச்‌ சீரான ஒருங்கல்‌ சராசரி ஒருங்கலாக அமையும்‌. 
(அ) ஆனால்‌, சராசரியில்‌ ஒருங்கல்‌, இடைவெளியின்‌ எந்தப்‌ புள்ளியிலும்‌ 
புள்ளிவாரி ஒருங்கலைத்‌ தராது. 

எடுத்துக்காட்டாக, ஒவ்வொரு முழு எண்‌ ௩2 0-க்கு, [0, 1] இடைவெளியை 2" 
இடையெளிகளாகப்‌ பிரிக்க. 
[2% என்பது (&41)/2॥ -ஐ வலது முனைப்‌ புள்ளியாகக்‌ கொண்ட உள்‌ 
இடைவெளி, & ௪ 0, 1, 2, ... , 2”-1. 

இது, [0, 1]-ல்‌ (1), 1, ..., ) என்ற உள்‌ இடைவெளிகளின்‌ தொகுதியைத்‌ தரும்‌. 


1 =[0, 1]. 12-[0,1/2), %-11/2 1 
/-[0,1/4])  15=[1/4,1/2], 1 =[1/2, 3/4}... 
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தொடர்கள்‌ 


[0, 1]-ல்‌ 1, -என்ற சார்பை, 


f(x) |l, ட எனில்‌, 
0,  xXe[0,1]-1, எனில்‌, 


என வரையறுக்க. 


] 
பின்‌, [18,026 ௪ உன்‌ நீளம்‌. 
0 


l p 
இது ௩-௯ எனில்‌, [நீட 4% ௯ 0 என்பதால்‌, (13 ஆனது பூஜ்ஜியத்திற்குச்‌ 
ல்‌ 
சராசரி ஒருங்கும்‌. 
மேலும்‌, அனைத்து ௬௨[0, 1]-க்கு மு ஏமுற) - im 1 
மலும்‌, அனைத்து ₹€[0, 1 |-க்கு கப்பி cup 1-1, இபப inf £,(x) = 0 
என்பதால்‌, எந்த €[0, 1]-க்கும்‌ (1,007 ஒருங்காது. 
பின்வரும்‌ தேற்றம்‌ சராசரி ஒருங்களின்‌ முக்கியத்துவத்தைத்‌ தரும்‌. குறிப்பாக, 
பூரியர்‌ தொடரியலில்‌ இத்மதற்றம்‌ பயன்படுகிறது. 
6.42. தேற்றம்‌ 
[8, 0]-ல்‌ iim 1-ம்‌, [8171-ல்‌ 25%! என்க. 
X X 
h(x) = [0 g(t di, hi) = £0 £0 dt, Xela, b] என்‌, [2 0]-ல்‌ “டி 
a a 


ஆனது 11-க்குச்‌ சீராக ஒருங்கும்‌. 


நிறுவல்‌: 


காஷி- ஸ்குவார்க்ஷ்‌ சமனின்மையின்‌ படி, 


xX 2 
0 4 | டு மு ஈடு dt 
d / 


நப்‌ ந 
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xX Xx 
< ( I - fn 0 « ||] கடு வ (20) 

a 

£ அ 0 கொடுக்கப்பட்டிருப்பின்‌, 14 என்ற எண்‌, 
b 3 க 

n>N > (fO-f Or dat<eERA ப ட... ரா (21) 
a 

என இருக்கும்‌. 


௦ 
A=1+ [gd 

a 
(21)-ஐ (20)-ல்‌ பிரதியிட, 
அனைத்து X௪[2, b]-க்கு, ௩ N எனில்‌, [॥(%) - hi(x)| ₹ 8. 
எனவே,  [8,]-ல்‌ டி, ஆனது ॥-க்குச்‌ சீராக ஒருங்கும்‌. 
6.43. தேற்றம்‌ 


X 
[a. 0]-ல்‌ lim f= Lim gn 8.x€[a, b]-ல்‌, h(x) - ] (1) ஐ(0) dr, 


X 
h(x) = [1 (0 ஜட 41 எனில்‌, [8, ]-ல்‌ டி ஆனது ॥-க்குச்‌ “சீராக ஒருங்கும்‌. 
3 
நிறுவல்‌: 
Xx 


Xx Xx 
டு -19- ](0- 8௫-24 + (Jing dt fed) + 


d 
X X 
(112, dt- [fe dt ) 
a a 
காஷி- ஸ்குவார்க்டி சமனின்மையைப்‌ பயன்படுத்த, 
டு | ல்‌ b 2 (b நி, 
02 [12 tnlle-gnl | <| [If - fal ம்‌ (5 கவி dt 
a a 9 


இனி, நிறுவல்‌, தேற்றம்‌ 6.42-லிருந்துப்‌ பெறப்படும்‌. 
இத்மதற்றம்‌ 6.42-ன்‌ பொதுமையாக்கமாகும்‌. 
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தொடர்கள்‌ 


6.12. பயிற்சி வினாக்கள்‌ 


1. ௧ என்ற கணத்தில்‌, (8, ஆனது £-க்குச்‌ சீராக ஒருங்குகிறது மற்றும்‌ -ல்‌ 
ஒவ்வொரு £;,-ம்‌ வரம்புடையது எனில்‌, 1-ல்‌ {1;,} சீராக வரம்புடையது என நிறுவுக. 
2. E-ல்‌ (17, {ஐ என்பன முறையே 1), ஐ இவைகளுக்குச்‌ சீராக ஒருங்குகிறது 
எனில்‌, 1-ல்‌ நர ஐ ௯ £4 ஓ (சீராக) என நிறுவுக. கூடுதலாக, {1௩}; 18௩] 
என்பன வரம்புடைய சார்புகளின்‌ தொடர்வரிசைகள்‌ எனில்‌, 1$-ல்‌ 41) சீராக 
ஒருங்கும்‌ என நிறுவுக. 

3. 609 - (29/௩, %௪(0, ௦௦), எனில்‌, (8) ஆனது [0, பைல்‌ பூஜ்யத்திற்குச்‌ 
சீராக ஒருங்கும்‌ என நிறுவுக. 

4. [0, 1]-ல்‌ வரையறுக்கப்பட்ட (59) -%”(1- 0) ஆனது சீராக ஒருங்கும்‌ என 
நிறுவுக. 

5. [8, b]-ல்‌ 2. 06) சீராக ஒருங்கும்‌ எனில்‌, 2, *(20)-ம்‌ சீராக ஒருங்கும்‌ எனக்‌ 


காட்டுக. 


பல்‌ 2 
nx tn 
6. 2 CD - என்ற தொடர்‌ ஒவ்வொரு வரம்புடைய இடைவெளியிலும்‌, 
பனு 1] ்‌ 


சீராக ஒருங்கும்‌. ஆனால்‌, ன்‌ எந்த மதிப்புக்கும்‌ அற ஒருங்காது என நிறுவுக. 

7. {ப என்ற தொடர்ச்சியான சார்புகளின்‌ தொடர்வரிசை, 1-ல்‌ ர என்ற சார்புக்குச்‌ 
சீராக ஒருங்கும்‌ என்க. %6]% என்க. (6 என்ற 1*-ன்‌ புள்ளிகளின்‌ ஒவ்வொரு 
தொடர்வரிசையும்‌ %-க்கு ஒருங்கும்‌ எனில்‌, 1)  £(%) என நிறுவுக. இதன்‌ 


மறுதலை உண்மையா? 
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8. 2"(1-*) என்பது [0, 1]-ல்‌ புள்ளிவாரி ஒருங்கும்‌. ஆனால்‌, சீராக ஒருங்காது 
என நிறுவுக. மேலும்‌, 5,(-1)"ஏ (1-%) என்பது [0, 1]-ல்‌ சீராக ஒருங்கும்‌ என 
நிறுவக. 

9. 3 என்பது மிகை உறுப்புகளின்‌ இறங்கும்‌ தொடர்‌. 2:2 5100 என்ற தொடர்‌ 


R'-ல்‌ சீராக ஒருங்கும்‌ ௮ ௯ல எனில்‌ ॥&, ௯ 0 என நிறுவுக. 


10. $f, {ற என்ற இரு தொடர்வரிசைகள்‌ பின்வருமாறு 


வரையறுக்கப்பட்டுள்ளது என்க. 


f(x) =x 1 + 1\ Ler’ n= 1,2.,... 
nJ 
1 
ஐய) =| -, ஏ = 0 அல்லது % ஒரு விகிதமுறா எண்‌ 
n 


த X ஒரு விகிதமுறு எண்‌ 
n 


ந(%) - 8,(%) (99) எனில்‌, பின்வருவனவற்றை நிறுவுக 
(அ (17,142. இவை இரண்டும்‌ ஒவ்வொரு வரம்புடைய இடைவெளியிலும்‌ 
சீராக ஒருங்கும்‌. 
(ஆ) எந்த ஒரு வரம்புடைய இடையெளிடிலும்‌, ஙூ} சீராக ஒருங்காது. 


11. நல்‌ 1157, (தப என்பன வரையறுக்கப்பட்டுள்ளன என்க. மேலும்‌, 
(அ 21, சீராக வரம்புடைய பகுதிக்‌ கூட்டலைப்‌ பெற்றிருக்கும்‌. 
(ஆ 1-ல்‌ ஐ 0 (சீராக! 
(இ) அனைத்து %13-த்க, ஜ(%) 2 ஐ2(%) 2 ஐ) 2... ... எனில்‌, 
218 சீராக ஒருங்கும்‌ என நிறுவுக. 


235. நிதொடர்வரிசைகள்‌ மற்றும்‌ சார்புகளின்‌ 


தொடர்கள்‌ 


12.  R-ல்‌ (8) என்பது ஒருபோக்கு ஏறும்‌ சார்புகளின்‌ தொடர்வரிசை. 
அனைத்து %, 1-க்கு, 0 ௩ 1,(%) ₹ 1 என்க. 
(அ) £ என்ற சார்பு, {14} என்ற தொடர்வரிசை, அனைத்து XER'-க்கு, 
(x) - ப 1%) என நிறுவுக 
(அ) மேலும்‌, ரீ தொடர்ச்சியானது எனில்‌, R'- {fax} அனது 1-க்குச்‌ சீராக 
ஒருங்கும்‌ என நிறுவுக. 

13. $ என்ற கச்சித கணத்தில்‌ வரையறுக்கப்பட்ட தொடர்ச்சியான சார்புகளின்‌ 
தொடர்வரிசை 11) என்க. மேலும்‌, (1); ஆனது, 5-ல்‌ புள்ளிவாரியாக £ என்ற 
எல்லைச்‌ சார்புக்குச்‌ ஒருங்குகிறது என்க. 41; ஆனது 5-ல்‌ 1 சீராக ஒருங்கத்‌ 
மதவையான மற்றும்‌ போதுமான கட்டுப்பாடுகள்‌: 

(அ) எல்லைச்‌ சார்பு 1 ஆனது 5-ல்‌ தொடர்ச்சியானதாக அமையும்‌. 

(அ) அனைத்து 82 0-க்கு, 1 > 0, 62 0 என்பன, 2 மற்றும்‌ 
10) -100) < & > அனைத்து x௧ S-க்கு, அனைத்து & - 1, 2, ...-க்கு, 
ய்‌) - மி] ௩ £ என்றவாறு அமையும்‌. 

14. K என்ற கச்சித கணத்தில்‌, 11) என்பது சமதொடர்ச்சியான சார்புகளின்‌ 

மிதாடர்வரினச. K-ல்‌ (1) புள்ளிவாரியாக ஒருங்கும்‌ எனில்‌, 8-ல்‌ 17; சீராக 

ஒருங்கும்‌ என நிறுவுக. 

15. {ந} என்பது, சீராக: வரம்புடைய சார்புகளின்‌ தொடர்வரிசை. மேலும்‌, 

அவைகள்‌ [8, ]-ல்‌ ரீமன்‌ தொகையிடத்தக்கது. F,(%) = ரட்‌ (1) dt, (85% 20) 


| 


எனில்‌, {4 என்ற துணைத்தொடர்வரிசை [2, ]-ல்‌ சீராக ஒருங்கும்‌ என நிறுவுக. 
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l 
16. [0,1]-ல்‌ ரீ தொடர்ச்சியானது. மேலும்‌, [1(6) xidx =0, 
0 


(௩௬ 0,11, 2...) எனில்‌, [0, 1]-ல்‌ 100) ௪ 0 என நிறுவுக. 


17. P,=0,n=0, 1,2, ... -éகs, Pri(X) = Pa(x) + (xo - Pn (x))/2 
எனில்‌, [-1, 1]-ல்‌ mn P(X) = |x| (சீராக) என நிறுவுக. 
18. (௭) - ஈர (2) என்க. [-1, 1-ல்‌ [8 ஆனது 
பூஜ்ஜியத்திற்குப்‌ புள்ளிவாரியாக ஒருங்கும்‌. ஆனால்‌, [-1, 1 ]-ல்‌ 1 1 - 0 எனக்‌ 
காட்டுக. 
19. [3, b]-ல்‌ (1) புள்ளிவாரியாக 1“க்கு ஒருங்குகிறது. மேலும்‌, ப 1 ௪ 
என்க. [8, 1-ல்‌ ரீ மற்றும்‌ ஐ என்பன தொடர்ச்சியானவை எனில்‌, * - ஐ எனக்‌ 
காட்டுக. 
20. ந%0-008930, 0230 37 என்க. 

(அ) [0,௩]-ல்‌ 1m 1) “ 0, ஆனால்‌, £,(0) ஒருங்காது என நிறுவுக. 

(அ) 41) புள்ளிவாரியாக ஒருங்கும்‌. ஆனால்‌, [0, ஈ/2]-ல்‌ சீராக ஒருங்காது 


என நிறுவுக. 


KR 33% 33% 3%3%%%%3%%% 
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(Functions of Several Variables) 


இது வரை, ஒரே ஒரு சாரா மாறியுடைய சார்புகளை ஆராய்ந்தோம்‌. 
இப்போது, இரண்டு அல்லது அதற்கு மேற்பட்ட சாரா மாறிகளையுடைய சார்புகளின்‌ 
பண்புகளைக்‌ காண்போம்‌. அவைகளின்‌ வகையிடத்‌ தக்கமை, சுருக்கக்‌ கொள்கை, 
மநர்மாறு சார்பு தேற்றம்‌, உள்ளார்ந்த சார்பு தேற்றம்‌, தர எண்‌ தேற்றம்‌, உயர்‌ வரிசை 
வகைடிகழுக்கள்‌ ஆகியவற்றை ஆராய்மவாம்‌. 


யூக்ளிடின்‌ “வெளி 15”-ல்‌ திசையன்களின்‌ கணத்தை முதலில்‌ விவாதிப்போம்‌. 


7.1. நேரியல்‌ உருமாற்றங்கள்‌ (Linear Transformations) 
7.1. வரையறைகள்‌ 

(அ) X 6 R' என்ற வெற்றற்ற கணத்தில்‌, அனைத்து %5%, 3/€%, 
அனைத்து அளவிகள்‌ (808188) ௦-க்கு,  * ர௲e%X, 06 என அமையுமானால்‌, 
X ஒரு திசையன்‌ வளி எனப்படும்‌. 

(ஆ) 30... 06 R மற்றும்‌ 0, ..., டே என்பன அளவிகள்‌ எனில்‌, 
ஜுர. * டி என்ற திசையன்‌ ஆ, ..., ஈன்‌ நேரியல்‌ கூட்டு (பகா 
Combination எனப்படும்‌. 

5 CR’ மற்றும்‌. என்பது 5-ன்‌ உறுப்புகளின்‌ நேரியல்‌ கூட்டுகளின்‌ கணம்‌ 
எனில்‌, ௩ ஆனது 5-ன்‌ அளாவல்‌ (றற) எனப்படும்‌. 

ஒவ்வொரு அளாவலும்‌ திசையன்‌ வெளியாகும்‌. 

(இ) ந, ..., 2 என்ற திசையன்களைக்‌ கொண்ட கணத்தில்‌, 11 * * CX 
” 0 ஆனது 600, ..., டே- 0 எனத்‌ தருமானால்‌, அக்கணம்‌ சார்பற்ற கணம்‌ 


எனப்படும்‌. 
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அவ்வாறு இல்லையெனில்‌, (30), ..., 4 என்ற கணம்‌ சார்ந்த கணம்‌ எனப்படும்‌. 
எந்த ஒரு சார்பற்ற கணமும்‌, சுழி திசையணைப்‌ பெற்றிருக்காது. 

(ஈ) X என்ற திசையன்‌ வெளியில்‌, £ திசையன்களைக்‌ கொண்ட கணம்‌, ஒரு 
சார்பற்ற கணமாகவும்‌, (£41) திசையன்கள்‌ கண்ட கணம்‌ சார்ந்த கணமாகவும்‌ 
இருப்பின்‌, -ன்‌ பரிமாணம்‌ 1 எனப்படும்‌. இது, பரிமாணம்‌ % - £ என எழுதப்படும்‌. 

0 என்ற திசையனை மட்டுமே கொண்ட திசையன்‌ வெளியின்‌ பரிமாணம்‌ 
பூஜ்யம்‌ ஆகும்‌. 

(உ) X என்ற திசையன்‌ வெளியில்‌, சார்பற்ற உட்கணம்‌ ஒன்று, &- ன்‌ 
அளாவலாகவும்‌ அமையின்‌, அக்கணம்‌ ன்‌ அடிக்களாம்‌ (Basis) 
என்றழைக்கப்படும்‌. 

B= (ஆ. 3 என்பது -ன்‌ ஒரு அடிக்கணம்‌ எனில்‌, அனைத்து xeX 
ஆனது, % - 2.6%; என்ற தனித்தன்மையான அமைப்பைப்‌ பெற்றிருக்கும்‌. 

B ஆனது %-ன்‌ அளாவல்‌ என்பதால்‌, மலக்‌ கண்ட அமைப்பு 
சாத்தியமாகும்‌. B சார்பற்ற கணம்‌ என்பதால்‌, அந்த அமைப்பு தனித்தன்மை 
உடையது. 

பே... டே என்ற எண்கள்‌, அடிக்கணம்‌ 18-ஐப்‌ பொறுத்து %-ன்‌ ஆயங்கள்‌ 
(coordinates) எனப்படும்‌. 

எடுத்துக்காட்டாக, '-ன்‌ ஒரு உட்கணம்‌ (6ட .... ரே ஆனது, R"-ன்‌ 
அடிக்கணம்‌ ஆகும்‌. 6) என்பது, ] ஆவது ஆயம்‌ 1 ஆகவும்‌ மற்ற ஆயங்கள்‌ 0 
ஆகவும்‌ உள்ள திசையன்‌ ஆகும்‌. X€R', %- (பே, ..., 8) எனில்‌, ௬ * 2106, 


£6, யே என்பது 15“ன்‌ திட்ட அடிக்கணம்‌ (818008 08518) எனப்படும்‌. 
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7.2. மதற்றம்‌ 

1 என்பது ஏதேனும்‌ ஒரு மிகை முழு எண்‌. 1. திசையன்கள்‌ கொண்ட கணம்‌, 
X என்ற திசையன்‌ வெளியின்‌ அளாவலாக இருப்பின்‌, &-ன்‌ பரிமாணம்‌ 3 £ ஆக 
இருக்கும்‌. 
நிறுவல்‌: 

இது உண்மையல்ல எனில்‌, % என்ற திசையன்‌ வெளி, 0- இட .... Ya} 
என்ற சார்பற்ற கணத்தையும்‌, £ திசையன்கள்‌ கொண்ட கணம்‌ 50-ஐ அளவலாகவும்‌ 
பெற்றிருக்கும்‌. 

0 ₹]1 ர என்க. 

8; என்ற கணம்‌, %-ன்‌ அளாவலாகவும்‌, 3, 1 .] 2 1 என்ற திசையன்களயும்‌, 
அதனுடன்‌ $டன்‌ 1 உறுப்புகளான 30), ..., 3) இவைகளையும்‌ கொண்டது என்க. 
(அதாவது, ரன்‌ 1 உறுப்புகளை, உறுப்புகளாக மாற்றியமைத்து, அளாவல்‌ 
மாறாமல்‌ அமைக்கப்பட்டக்‌ கணம்‌ 5; ஆகும்‌.] 

5; ஆனது, &-ன்‌ அளாவலாக அமைவதால்‌, $,ி ஆனது ரன்‌ 


கத்‌ இருக்கும்‌ எனவே, &., ..... டி ட... டி பே 1 என்ற அளவிகள்‌, 


கரு i: வ்‌ - 0 என அமையும்‌. 
1 


அனைத்து டம்‌ பூஜ்யம்‌ எனக. 
சார்பற்ற கணம்‌ என்பதால்‌, அனைத்து ஆ-ன்‌ மதிப்புகளும்‌ பூஜ்யம்‌. 
இது முரண்பாடு. 
எனவே, அனைத்து டிம்‌ பூஜ்யம்‌ அல்ல. 
ஏதேனும்‌ ஒரு 30251 என்பது, 1; - (ட) -ன்‌ மற்ற உறுப்புகளின்‌ நேரியல்‌ 
கூட்டு ஆகும்‌. 
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இந்த %-ஐ 1-ல்‌ இருந்து நீக்கி, மீதியுள்ள கணம்‌ 5; ஆனது, 86ல்‌ 1-க்குப்‌ 
பதிலாக 141 மாற்றியமைத்த கணத்தில்‌ உள்ள பண்புகளைப்‌ பெற்றிருக்கும்‌. 
50ல்‌ அரம்பித்து, 51, ...; 5: என்ற கணங்கள்‌ அமைக்கப்பட்டுள்ளன. இதில்‌, 
கடைசியுள்ள கணம்‌ 5; ஆனது இட, ..., ர புள்ளிகளைப்‌ பெற்று, அதன்‌ அமைப்பின்‌ 
படி, 5; ஆனது &-ன்‌ அளாவலாகவும்‌ அமையும்‌. 
0 சார்பற்றது என்பதால்‌, 1 ஆனது, 5-ன்‌ அளாவலில்‌ அமையாது. 
இது முரண்பாடு. 
எனவே, %-ன்‌ பரிமாணம்‌ ₹1 ஆக அமையும்‌. 
7.3. துளைரத்தேற்றம்‌ 
R-ன்பரிமாணம்‌ - ற. 
நிறுவல்‌: 
(6, வே ஆனது, 83*-ன்‌ அளாவலாக அமைவதால்‌, 18'-ன்‌ பரிமாணம்‌ ௩1. 
(91, .... பே சார்பற்றது என்பதால்‌, 1 ன்‌ பரிமாணம்‌ 2 1. 
7.4. நேற்றம்‌ 
X என்ற திசையன்‌ வெளியின்‌ பரிமாணம்‌ 1) எனில்‌, 
(அ) 34-ன்‌ ற திசையன்களின்‌ கணம்‌ 1$ ஆனது 2%-ன்‌ அளாவலாக அமையும்‌ 
“2 1 சார்பற்றது. 
(ஆ X ஒரு அடிக்கணத்தைப்‌ பெற்றிருக்கும்‌. மேலும்‌ அனைத்து 
அடிக்கணங்களும்‌ 1 திசையன்களைப்‌ பெற்றிருக்கும்‌. 
(இ) 137 மற்றும்‌ (டி... ரர ஆனது, ன்‌ சார்பற்ற கணம்‌ எனில்‌, & 
ஆனது {ந ஃஃ ழ்‌. என்பதைக்‌ மகொண்ட ஒரு அடிக்கணத்தைப்‌ 
மிபற்றிருக்கும்‌. 
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நிறுவல்‌: 

(அ = £%;, ..., வ]; ன்‌ பரிமாணம்‌ - ற என்பதால்‌, அனைத்து ரக 
க்கு $1, ..., 337] என்பது சார்ந்தக்‌ கணமாக அமையும்‌, 

E சார்பற்ற கணம்‌ எனில்‌, ர ஆனது £-ன்‌ அளாவலில்‌ அமையும்‌. 
எனவே, -ன்‌ அளாவல்‌ ௩ ஆகும்‌. 
மறுதலையாக, . சார்ந்த கணம்‌ எனில்‌, ன்‌ அளாவலை மாற்றியமைக்காமல்‌, 
அதன்‌ ஏதேனும்‌ ஒரு உறுப்பை நீக்க முடியும்‌. தேற்றம்‌ 7.2-ன்‌ படி, , ஆனது &-ன்‌ 
அளாவலாக அமைய முடியாது. ஆகையால்‌, 4 ஒரு சார்பற்ற கணம்‌. 

(அ) ன்‌ பரிமாணம்‌ ௩ ஆனதால்‌, X ஆனது 1 திசையன்களைக்‌ கொண்ட 
ஒரு சார்பற்ற கணத்தைப்‌ பெற்றிருக்கும்‌. 
(௮/-ன்‌ படி, இந்த ஒவ்வொரு கணமும்‌, &-ன்‌ அடிக்கணம்‌ ஆகும்‌. 
மலும்‌, 7.18) மற்றும்‌ தேற்றம்‌ 7.2-ன்‌ படி ஒவ்வொரு அடிக்கணமும்‌ 1 
திசையன்களைப்‌ பெற்றிருக்கும்‌. 

(இ (ப... என்பது &-ன்‌ ஒரு அடிக்கணம்‌ என்க. 
$- ட... ட 3, 30 என்ற கணம்‌ ஐ விட அதிகமான திசையன்களைப்‌ 
பெற்றிருப்பதால்‌, அக்கணம்‌ %-ன்‌ அளாவலாகவும்‌, சார்ந்த கணமாகவும்‌ அமையும்‌. 

எனவே, %;-ல்‌ ஏதேனும்‌ ஒன்று, 5-ன்‌ மற்ற உறுப்புகளின்‌ நேரியல்‌ கூட்டாக 
அமையும்‌. இந்த -;-ஐ 5-ல்‌ இருந்து நீக்க கிடைக்கும்‌ கணமும்‌, ஆ-ன்‌ அளாவலாக 
அமையும்‌. 
இந்த முறையை, 1 தடவைகள்‌ தொடரின்‌, (அ-ன்‌ படி, (1, .... 3ம்‌ என்ற கணம்‌ 


“ன்‌ அடிக்கணமாக அமையும்‌. 


மெய்யெண்‌ பகுப்பியல்‌ 242 


7.5. வரையறை (நேரியல்‌ உருமாற்றம்‌! 

திசையன்‌ வெளி %-லிருந்து திசையன்‌ வெளி Y-க்கு A என்ற சார்பிடல்‌ 
(mapping) (A: X — Y), அனைத்து %, 3), Xz €X, அனைத்து அளவிகள்‌ 
டுக்கு, A(X] * Xz) = Axi + Ax, 
A(x) *cAx என அமையின்‌, & ஒரு நேரியல்‌ உருமாற்றம்‌ எனப்படும்‌. 

A நேரியல்‌ எனில்‌, (4) ஆனது AX எனக்‌ குறிப்பிடப்படுவதுண்டு, 
மேலும்‌, A0 = 0. 
குறிப்பு: 

A: X ௯ Y என்பது ஒரு நேரியல்‌ உருமாற்றம்‌. (20, ..., 4; ஆனது ன்‌ ஒரு 


1 
அடிக்கணம்‌ எனில்‌, அனைத்து %€&, % * 2 60 என்ற தனித்துவமான 
1 


n 
அமைப்பைப்‌ பெற்றிருக்கும்‌. A நேரியல்‌ என்பதால்‌, AX ௪ 2, 0; Ax, 
J+! 


7.6. வரையறை 

X-விருந்து %-க்கு (A: % ௯ %) நேரியல்‌ உருமாற்றங்கள்‌ %-ல்‌ நேரியல்‌ 
மிசயலிகள்‌ எனப்படும்‌. 

X-ல்‌ A என்ற நேரியல்‌ செயலி, ஒன்றுக்கொன்றான, மேல்‌ சார்பிடலாக 
அமையின்‌, & ஆனது நேர்மாற்றல்‌ உடையது (1012111016) எனப்படும்‌. 

இந்த வகையில்‌, X-ல்‌ A" என்ற செயலி, அனைத்து %€ %-க்கு, A (Ax) =X 
என அமையும்‌. 
மேலும்‌, அனைத்து ஏஎ X-க்கு, A(A"x%) = x, மற்றும்‌ A” நேரியல்‌ செயலியாக 
இருக்கும்‌. 
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7.7. மதற்றம்‌ 

X என்ற முடிவுள்ள பரிமாணமுடைய திசையன்‌ வெளியில்‌, A என்ற நேரியல்‌ 
செயலி, ஒன்றுக்கொன்றானதாக அமையத்‌ தேவையான மற்றும்‌ போதுமான 
நிபந்தனை: A-ன்‌ வீச்சு ஓ ஆக இருப்பதாகும்‌. 
நிறுவல்‌: 

(0, . 30) என்பது &-ன்‌ ஒரு அடிக்கணம்‌ என்க. A நேரியல்‌ செயலி 
என்பதால்‌, &- ன்‌ வீச்சு (A) என்பது 0- 10, ..., மடி) என்ற அளாவல்‌ 
ஆகும்‌. 
எனவே, (A) = ௯ 0 சார்பற்ற கணம்‌ என நிறுவினால்‌ போதுமானது. 

(தேற்றம்‌ 7.5(அ)) 
அதாவது, 0 சார்பற்ற கணம்‌ ௯ A ஒன்றுக்கொன்றானது என நிறுவ வேண்டும்‌. 

A ஒன்றுக்கொன்றானது மற்றும்‌ 2,046 - 0 என்க. 
எனவே, (2%; = 0 
> cx, =0 
201... 0 
0 சார்பற்ற கணம்‌. 

மறுதலையாக, 0 சார்பற்ற கணம்‌ மற்றும்‌ &(2_0%) - 0 என்க. 
ஆகையால்‌, 264%; - 0 
5 ௦) =.=, =0 
எனவே, 8-0 ஜு 
Ax*Ay>A(x-y)=Ax-Ay=0 

DX-VF0DXFYy 


A ஒன்றுக்கொனள்றானாதாகும்‌. 
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7.8. வரையறைகள்‌ 
(அ) திசையன்‌ வெளி X-லிருந்து Y-க்கு அனைத்து நேரியல்‌ உருமாற்றங்களின்‌ 
கணம்‌ 1(%, Y) என்க. 1.(%, &)-க்குப்‌ பதிலாக, 1,(%) என எழுதுவது வழக்கம்‌. 
Aj, A;€L(X,.X); ௦0, 0 என்பன அளவிகள்‌ எனில்‌, 1A; * 2A என்பது, 
(C1Aj*+ C2A2X = C1AIX + C2AzXx (XE X) என வரையறுக்கப்ப்டுகிறது. 
மேலும்‌, ௦14 * 2A கL(X, X) 
(ஆ) %, ம, 2 என்பன திசையன்‌ வெளிகள்‌. 
AEL(X, 5), BeL(Y, Z) எனில்‌, BA என்ற பெருக்கல்‌, (BA)(X) - B(AX) 
(கX) என வரையறுக்கப்ப்டுகிறது. மலும்‌, BAகL(%, 2) 
X = Y = Z ஆக இருந்தாலும்‌, BA ஆனது A-க்குச்‌ சமமாக 
இருக்கத்மதவையில்லை. 
(இ) கருக்கு, கான்‌ அலகை |4| - sup{|Ax| xER"x[< 1} 
என வரையறுக்கப்படுகிறது. 


அனைத்து X௬கR"-க்கு, [A| 2 |x| எனில்‌, ॥&] ௫A ஆகும்‌. 


பின்வரும்‌ தேற்றத்தில்‌, .(R", R") ஒரு யாப்பு வெளி என நிறுவுவோம்‌. 
7.9. நேற்றும்‌ 
(அ) AகL(R",R”) எனில்‌, 4] ௬ ௦ மலும்‌, A:R"SR" சீரான 
தொடர்ச்சியானது. 
(அ) A, BகL(R", R”), ௦ ஒரு அளவி எனில்‌, 
|A + 5)அி + IIBI, 
1௦31 - Ic| |All 
A, B இவைகளுக்கிடையாயான தூரம்‌ 1.4- 19] என வரையறுக்கப்படின்‌, 


ட(R",R"), ஆனது ஒரு யாப்பு வெளி 
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_ @ AeL(RR"), 540 7) எனில்‌, (நிவி < |B] ॥ வ 
நிறுவல்‌: 
(அ) R'-ன்‌ திட்ட அடிக்கணம்‌ (6), ..., ஷி என்க. 
1-2 00, 20 21 எனில்‌, 0/51,1-1,2.....ஈ. 
எனவே, |&20 = |க20:6] 
2014௦1] 
264 46) 
2146] 


1] 
= llAlls 3144 ல 
1— 


IA 1 


82 0 கொடுக்கப்பட்டுள்ளது என்க. 
X,Y க€R" எனில்‌, 62 0 என்ற எண்‌, [8 -$| ₹6 என உள்ளது என்க. 
௦ = 8௨&[ எனில்‌, 
Ax - Ay| = கிடோர) & 4] 0-9] “8 
எனவே, A சீரான தொடர்ச்சியானது. 

(ஆ (1) AகL(R", 8”) என்க. 
XER'" எனில்‌, 
I(A+B)(x)| < |Ax + Bx| < |Ax| + |Bx| 

5 (All + IBID Ix 

எனவே, 14 4 BI! <|A|| + (BI 
(1) இதைப்போல்‌, ௦ ஒரு அளவி எனில்‌, 
(6௮ <|leA(x)| = [cf |All 8] 
எனவே, 1௦1 ௪ [0 14] 
(iil) d(A, B) = [A - இ] என வரையறுக்கப்பட்ட தூரம்‌ ஒரு யாப்பு என நிறுவ 


மவண்டும்‌. 
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(அ d(A,B)=|l/A- B|l>0;A+B 
d(A, B)=0 
(அ) (A, B) = d(B, A) 
(இ) A,BCe L(R",R") என்க. 
lA- Cll =I(A-B)+(B-O)| 
< ||A - B|| + |B - பு (முக்மகாண சமனின்மை) 
எனவே, L(R', R”) ஒரு யாப்பு வெளியாக அமையும்‌. 
(இ) %€15” எனில்‌, 
(64) = [B(Ax)| < நிழ [Axl 
< | 441 (8 
> (2.வ1 5 IIBIl All 


7.10. தேற்றம்‌ 
(2 என்பது அனைத்து நேர்மாற்றல்‌ உடைய நேரிய செயலிகளின்‌ கணம்‌ என்க. 
(அ AeQ, BeL(R") மறறும்‌ ||B-A|| A| < 1 எனில்‌, BகQ. 
(அ) 2 ஆனது ட(R")-ன்‌ திறந்த கணம்‌. மேலும்‌, (2-ல்‌ ASA’ என்ற சார்பிடல்‌ 
தொடர்ச்சியானது. 
நிறுவல்‌: 
(அ) || ₹ 1/௨, |B - A|| = 0 எனில்‌, 
IB - AIA" <1=> p(l/a)<1=>p<a. 
அனைத்து XER"-க்கு, 
olx|= alA“Ax| < xllA™|||Ax| 
= [Axl 
= |(A - B+B)x| 
< [(A - B)x| + (Bx 
< [A - Bil |x| + [Bx| 
< Plx| + [1930 
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எனவ, 01% - Blx| < [330] 

(பி ணி ER?) OOOO இ. (1) 
0-20௮ +40 எனில்‌, BX 0. 

எனவே B ஒன்றுக்கொன்றானது. 

தேற்றம்‌ 7.7-ன்‌ படி, 13602. 

இது, ||8-A|| ₹ ௦ என அமையும்‌ அனைத்து B-க்கு உண்மையாதலால்‌, 2 ஒரு 
திறந்த கணமாக அமையம்‌. 

(அ) (1)-ல்‌ ஏ-ஐ B’y ஆல்‌ மாற்ற, 

(o.- 6) உ <IBB"y| = ly, YER") 





81 (af) 
மேலும்‌, |. A |=|B"(A- BJA” || 
<|B"|| A - BI IA"| 
<P 
(0 - $) 


BSA எனில்‌, 8505 BA” 

ஆகையால்‌, A -5 A என்ற சார்பிடல்‌ தொடர்ச்சியானது. 

7.2. அணிகள்‌ 

X, Y என்ற பெக்டர்வெளிகளின்‌ அடிக்கணங்கள்‌ முறையே £1, ..., 267, 

பிப ர்‌ Vm என்க. 
11] ப] 

எனவே, அனைத்து A€1(%, Y) ஆனது, A%; - 2 80 1 5] <n) என 
1 

அமையும்‌. 8; என்ற எண்களைத்‌ தீர்மானிக்கும்‌ இந்த எண்களை, 1 நிரைகள்‌ மற்றும்‌ 


॥ நிரல்கள்‌ கொண்ட ஒரு செவ்வக அணியாக 
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[A] ன 21 | 912 +. Ain 


92] 422 ௨ An 


என அமைக்கப்படும்‌. 
இங்கு, AX; திசையனின்‌, ஷூ “என்‌ ஆய அச்சுகள்‌ (டி .. ஸ்‌ என்ற 
அடிக்கணத்தைப்‌ பொறுத்து, [4]-ன்‌ ] ஆவது நிரலாக அமையும்‌. 

ஆகவே, A; என்ற திசையன்கள்‌, [A]-ன்‌ நிரல்‌ திசையன்கள்‌ என 


அழைக்கப்படும்‌. [A]-ன்‌ நிரல்‌ திசையன்களின்‌ அளாவல்‌, A-ன்‌ வீச்சாக அமையும்‌. 


m று 
x = 3.௦%; எனில்‌, AX = 2 (2 ம்‌ Y; 


எனவே, A%-ன்‌ ஆய அச்சுகள்‌ 29:12) ஆக இருக்கும்‌. 
J 
அடுத்ததாக, ௮; என்ற மெய்யெண்களை உறுப்புகளாகக்‌ கொண்ட 11 அணி 
மிகாடுக்கப்பட்டுள்ளது எனக. 


m n 
A ஆனது, A ௪ 2 2 D5; என வரையறுக்கப்படின்‌, AeL(X%, Y). 
1- J 


மேலும்‌, [A] என்பது கொடுக்கப்பட்ட அணியாக அமையும்‌. 

எனவே, 1,% *) மற்றும்‌ அனைத்து மெய்‌ 10 % ௩ அணிகளின்‌ கணம்‌ 
இவைகளுக்கிடையே ஒரு ஒன்றுக்கொன்றான ஒத்தியைபு இருக்கும்‌. 

[a] ஆனது &-ஐ மட்டும்‌ சார்ந்திராமல்‌, % மற்றும்‌ Y இவைகளின்‌ 
அடிக்கணங்களையும்‌ பொறுத்தமையும்‌. 

அடிக்கணங்களை மாற்றும்‌ போது, ஒரே க்கு வெவ்வேரோன அணிகள்‌ 
கிடைக்கும்‌, மறுதலையாக, வெவ்வேறான அணிகளுக்கு, அடிக்கணங்கள்‌ 
வெவ்வேறாக அமையும்‌. 


17 
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(21, ... நர்‌ அடிக்கணமாகக்‌ கொண்ட மூன்றாவது திசையன்‌ வெளி 2 என்‌ 
அத 
A என்பது, AX; - 2 பம! அமையின்‌, 
= 
By = kik எனில்‌, (BA)%; = டப்ப எனில்‌, &€1,(%, Y), 


BeL(Y, 2), மற்றும்‌ BAeL(X, Z). 5 


டடத ).= Bay 
5 ay; 
ல்‌ 2a; iT (i i 


(21, ... 2] சார்பற்ற கணம்‌ என்பதால்‌, 0 - அணல்‌ 
(1௩௧௩௩ 1 அரக்‌ 
இது, [8], (&]-ல்‌ இருந்து [BA] என்ற ற % 1 அணி. அமைப்பதைக்‌ காட்டுகிறது. 

[B][A] என்ற அணி பெருக்கம்‌ [BA] என  வரையறுக்கப்படிஎ 
பட என்பது அணி பெருக்கலின்‌ வழக்கமான விதியை விவரிக்கிறது. 
1 

முடிவாக, R", R” இவைகளின்‌ திட்ட அடிக்கணங்கள்‌ முறைய, {%1, .... 3 
மற்றும்‌ {1; .... 3௩7 என்க. 

11] 

A என்பது, A = 2 (2 ப எனக்‌ கொடுக்கப்படின்‌, ஸ்குவார்‌எ 
சமனின்மை, 
Axl = லு 520 லஸ்‌ 26 தகு ௩2 -ஐத்‌ தரும்‌. 

1;] 


எனயவ, ||A|| < 12, i ்‌ ஆகும்‌ 
1.] 
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7.3. வகையிடல்‌ (Differentiation) 

இங்கு, ”-ஐ அரங்கமாகக்‌ கொண்ட சார்புகளின்‌ வகைக்கெழுவினைப்‌ பற்றி 
காண்மபாம்‌. 
7.11. முந்தைய வரையறைகள்‌ 

(அ) (௮,0) R= அரங்கமாகக்‌ கொண்ட மெய்சார்பு £. ௬€(௮, 0) எனில்‌, 


+h) - 
1 6) என்பது [101 100) - 19) என வரையறுக்கப்பட்ட மெய்யெண்‌. (மேலக்‌ 
hS0 
கண்ட எல்லை இருக்க மவண்டும்‌) 


எனவே, ரிபு - f(xX) = f'(x)h+r(h). இங்கு, (௩) என்ற மீதி சிறியது. 


அதாவது, ம்‌ ்‌ 100 
h— 
(ஆ £: (௨, ள்‌ டR' அ என்ற சார்பை எடுத்துக்‌ கொள்க. 
ப | f(x+h) -109) | ட க 
1 ] படட டவ! க 0 என வரையறுக்கப்பட்ட 
04) என்பது ப்ர h ட்‌ 
XR" என்ற திசையன்‌. இதனை, 1041) -100) by +r 5 (2) 


1-0 எனில்‌, ட 


(2)-ன்‌ வலது பக்க உறுப்பு, ॥-ன்‌ ஒரு நேரியல்‌ சார்பாகும்‌. 
எனவே, 1: (௨ b) <௨ R' அ 87 என்பது வகைமையுறு சார்பிடல்‌. (8, 5) எனில்‌, 
m f(x+h) g {(x) ன்‌ [200 
1 (x அழி வரையிலான மட்ட ட்ட ல 0 
(9 ஆனது ர h—0 h 
என்பதை நிறைவேற்றும்‌ ஒரு நேரியல்‌ உருமாற்றம்‌, அல்லது, 


im ரிட்‌ - f(x) - f(x)h| 
11-50 (ர 


= 0, 


251 பலமாறி சார்புகள்‌ 


7.12. மதற்றம்‌ 
R”-ன்‌ ஒரு திறந்த கணம்‌ ந. f: ESR" மற்றும்‌ xகE. A: R° ௯ R” ஏன்ற 


+h) - த 
h—0 [வி 


0 - 22௨ (3) 
என அமையின்‌, %-ல்‌ 1 வகைமையான சார்பு எனப்படும்‌. இது, 1(%) - A என 
எழுதப்படும்‌. 

அனைத்து %€]2-க்கும்‌, 1 வகைமையுறும்‌ எனில்‌, 1-ல்‌ 1 வகையிடத்தக்கது 
என்போம்‌. 
(3)-ல்‌ ௩615", 
| | மிகச்‌ சிறியது எனில்‌, 1 திறந்த கணம்‌ என்பதால்‌, % * heE. 
எனவே, 1(% * ௮h) வரையறுக்கப்படுகிறது, 1(% 419) 6], AகL(R", R”) என்பதால்‌, 
11) ஆதி 
ஆகையால்‌, 1(% 41) - f(x) - AhER". 
(3)-ல்‌ தொகுதியின்‌ அலகை, R"-ன்‌ அலகையாகும்‌. பகுதியின்‌ அலகை, ॥-ன்‌ 15”- 
அலகையாகும்‌. 
7.13. தேற்றம்‌ 

E என்பது R'-ன்‌ திறந்த கணம்‌. ££ EஅR' மற்றும்‌ %6]. 


lim மோடு - f(x) - Ah| _ 
1.50 | 


நிறைவேறும்‌ எனில்‌, Aj க A. 


0 என்பது Aஈ A மற்‌. .. ௪ A என்பனவற்றிற்கு 


நிறுவல்‌: 
B= Aj - A+ எனில்‌, 
Bh] = | Aj - A»)hl 
-[f(x+h) - f(x) - Ajh] + [i(x+h) - f(x) - Ach] 
f(x+h) - f(x) - Ajh| + |f(x+h) - f(x) - Ash 


iA 
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h0 எனில்‌, ட்டன 0. 
ம்‌ 
1-5 0 என்ற நிலைத்த எண்ணிற்கு, 1-50 எனில்‌, ன தத்‌ 


எனவ, அனைத்து hக R"-க்கு, Bh = 0. 
ஆகையால்‌, B ௪ 0 ௯ A| ஈ A. 


குறிப்பு: 
(அ) சமன்பாடு (3) ஆனது, 104) - f(x) = f(x)h + r(h) எனவும்‌ 
எழுதப்படும்‌. 
im 0) _ 
இங்கு, 0h 


(அ) E என்பது Rூ-ன்‌ திறந்த கணம்‌. * ER" ஆனது 7-ல்‌ 
வகையிடத்தக்கது. எனவே, அனைத்து %€]*-க்கு, £(%) ஒரு சார்பு; 
இது, %”- ௩” என்ற நேரியல்‌ உருமாற்றமாகும்‌. 
ஆனால்‌, 1: ௧௯ L(R', ௩”) என்ற சார்பாகும்‌. 

(இ) ர வகைமையுறும்‌ புள்ளிகளில்‌, 1 தொடர்ச்சியானது. 

(ஈ) (3)-ல்‌ வரையறுக்கப்பட்ட வகையீடு, “ல்‌ ர£ன்‌ வகையீடு (derivative) 
அல்லது 3-ல்‌ 1-ன்‌ மமொத்த வகையீடு என அழைக்கப்படும்‌. 
7.14. எடுத்துக்காட்டு 

Ae L(R, 8), xeR'" எனில்‌, A(x) = 
இதன்‌, இரு பக்கங்களிலும்‌ உள்ளவை, L(R', R")-ன்‌ உறுப்புகளாகும்‌. ஆனால்‌, 
AxEeR™. 
நிறுவல்‌: 
1(%) - Ax என்க.” அனைத்து. ॥hகR"-க்கு, 
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+h) - f(x) - கிற) - ட _ 
ய்‌ a பவி AG A ப்‌ 
ஆகையால்‌, A'(%) - A. 
தேற்றம்‌ 4.5-ன்‌ விரிவாக்கத்தை இனி காண்டோம்‌. 
7.15. தேற்றம்‌ (சங்கிலி விதி) 
E என்பது R-ன்‌ திறந்த கணம்‌. £: ER", ஏகல்‌ 1 வகையிடத்தக்கது. 
ஐ என்பது 1(13)-ஐ உள்ளடக்கிய திறந்த கணத்திலிருந்து R* -க்கு சார்பிடல்‌. 
(ஓல்‌ ஐ வகையிடத்தக்கது. எனில்‌, f ER, நு = 2(1(X)) என 
வரையறுக்கப்பட்ட சார்பு, ௦-ல்‌ வகையிடத்தக்கது. 
மலும்‌, F'(Xo) ~g(1(Xo)f (Xo). 
நிறுவல்‌: 
yo 1(x0), A 1 ஜே), B= g'(yo) என்க. 
120-119), ஐ௫% * &£) வரையறுக்கப்பட்ட அனைத்து 14%” kகR"-க்கு, 
u(h) = f(xo+ h) - f(xo) - Ah 
v(k) - g(yo+ k) - ஐ) - Bk என வரைறுக்க. 
எனவே பு ௪ £2) [hl vo nk OO எ (4) 
இங்கு, ௩0 எனில்‌, (0 - 0, ஈ 0 எனில்‌, (&) ௯0. 
॥ கொடுக்கப்பட்டுள்ளது என்க. & ௪ £(%௦ 1) - ரீ) என்க. 
|k| = | f(xo + h) - f{xo)| 
= [Ah + u(h)| 
5 [Ah| + [u(h)| 
< |All [hl + உழு) [hl 
= எடுங்க ரக 
மலும்‌, F(xo+h) - F(xo) - BAh = g(f(xo+ 19) - g(f(xo)) - BAh 


= g(yo+ kK) - தடு - BAh 
- Bk + v(k) - BAh 
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= B(k - Ah) + v(k) 

B u(h) + v(k)  (u(h) = f(xo+h) - f(xo) - Ah 
=k - Ah) 


| 


ஆகையால்‌, 


Fxg *h)-F{xg) -BAh| நறு ஈழ] 
i நு ந 

_ ஐயுற no 
நு “நு 

மடு! நிக + eb] 
நு ஙு 

IB] 2௫ + [க] “௪௫0 

h0 எனில்‌, (9) ௯ 0, மற்றும்‌ ௩0. (5)-ல்‌ இருந்து! 








((4)-ல்‌ இருந்து 


1A 


| 


1A 


எனவே, 0(&)0. 
ஆகையால்‌, 1106) = BA = g'(yo) £'(xo). = (0 106). 
7.4. பகுதி வகைக்‌ கெழுக்கள்‌ (Partial Derivatives) 
7.16. வரையறை 
ECR" ஆனது R” -ன்‌ திறந்த கணம்‌ என்க. * ER", (உ, ... 6) மற்றும்‌ 


(மி வ என்பன முறையே 8”, ௩” இவைகளின்‌ திட்ட அடிக்கணங்கள்‌ என்க. 
m 

[-ன்‌ கூறுகள்‌ (C௦௱றonents) 1), ..., நீடி என்பன, நீட) ௪ 21 (x) u; (xeE) 
| 


என வரையறுக்கப்படுகின்றன. 

அல்லது, 1;(%) ஈ (xX). u, xeE, 1<i<m,1 <j <n-க்கு 
து டேர்‌ 16)-1 0) 

மங்ய- ட அளை லது 
என வரையறுக்கப்படுகிறது. (இந்த எல்லை இருக்க வேண்டும்‌) 
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£;(*)-க்குப்‌ பதிலாக, 1, ---, 4) என எழுத, ற்‌ என்பது 20-ஐப்‌ பொறு; 


8 வகைமையுறு சார்பாகும்‌. (மற்ற மாறிகள்‌ நிலைத்ததாகக்‌ கொள்ளப்படும்‌) 


பிம்‌ என்பது ஆலு எனவும்‌ குறியி। ப 


J 





றம்‌. இது, பகுதி வகைமை 


என்றழைக்கப்படும்‌. 
7.17. தேற்றம்‌ 5 
18 என்பது R” -ன்‌ திறந்த கணம்‌ என்க. 1: 57%”, ௬கE-ல்‌ 1 வகைக்மக 
| | | m 
காணத்தக்கது. எனில்‌, 1982) இருக்கும்‌ மற்றும்‌ 1 '(%)6; - 2 வட்‌ ) ய, 2 
I 1 


(1 <j ௩ ॥). இங்கு (8, ஸ்கல்‌ fw ய்‌ என்பன. முறையே 15", 
இவைகளின்‌ திட்ட To = 
நிறுவல்‌: 

| ர்‌-ஐ நிலைத்ததாகக்‌ கொள்க. 2-ல்‌ ர வகைக்கெழுக்‌ காணத்தக்கது என்பதால்‌, 
f(x + te;) = f(x) = f(x) (te), + (te) னர்‌ [8] 
இங்கு, 1 0 ணில்‌, r(te;)|/t 0 
100) ஆனது நேரியல்‌ சார்பு என்பதால்‌, 
f(x + te.) - 1(X) 


lim 


(0 அவர! 


£-ஐ அதன்‌ கூறுகளாக. அமைக்க, 


rin 1 (x MAE) 1 0) 
ப அப்ப்டி u, = 196 


இந்த கூடுதலின்‌, ஒவ்வொரு வகுத்தலும்‌, 1 0 எனில்‌, ஒரு எல்லை 
பெற்றிருக்கும்‌. எனவே, (19,8)(20) இருக்கிறது. நஸ்‌ 


மேலும்‌, ரீ (699 = படக்‌ 
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18. தேற்றம்‌ 7.17-ன்‌ விளைவுகள்‌ 

திட்ட அடிக்கணங்களைப்‌. பொறுத்து, 1 ")-ன்‌ அணி (்‌ '()] எனில்‌, 1 pe 
ர்பது [2'(90]-ன்‌ ந்‌ ஆவது நிரல்‌ திசையன்‌, 

னவே, 1 (09 - 2 De £00, 2 ம) (09) ஆனது, [4 '(9]-ன்‌ (. 1) 


பூவது உறுப்பு ஆக இருக்கும்‌. எனவே, 
“(வி - (Di11)&) ட. (கே 


- he; என்பது "என்‌ ஏதேனுமொரு திசையன்‌ எனில்‌, 
ததத 
(x)h + 2 ஜ்‌ 1) j பல்‌ 


.19. எடுத்துக்காட்டு னு 

ECR"-ன்‌ திறந்த கணம்‌. 3: (8, ந) ட ஜி) XE எனப்து வனசமைப்று 
ரர்பிடல்‌. அதாவது, 1-ல்‌ ர வகைமையுறு வளைவரை 1 என்பது நல்‌ மெய்‌ 
திப்புடைய வகையுறு சார்பு. எனவே, 1: ESR வகைமையறு சார்பிடல்‌. 
(0 = ௫9), 15) என வரையறுக்க. கல ல்‌ 
ங்கிலி விதியின்‌ படி, 


(=f GY, a<t<h) | 0 
(DeL(R', R"). f '(@)EL(R”, ௩). என்பதால்‌, 2 (1) ஆனது R -ல்‌ மநதியல்‌ 


சயலியாக அமையும்‌. எனவே, த: (8, 0) ட 
ரன்‌ திட்ட அடிக்கணம்‌ (61, ன பா -க்கு,. 110) என்ற n % 1 _நிரல்‌ 
அணியின்‌ 1-ஆவது நிரலின்‌ உறுப்பு 900. இங்கு, a யூ என்பன, ரன்‌ 


வறுகள்‌. 
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அனைத்து ஏகE-க்கு [700] ஆனது 1 % ௩ நிரை அணியாக இருக்கும்‌. 
அதன்‌, ]- ஆவது நிரல்‌ உறுப்பு (D9). எனவே, [8(0)] ஆனது 1 %1 அணி. 


11. 7 ச ட்‌ ட ௫ 
இதன்‌ ஒரே ஒரு உறுப்பு, ஓ'(1) - 2 0௫௫) +; (0) என்ற மெய்யெண்‌ ஆகும்‌. 
டன 


இது, சங்கிலி விதியின்‌ தனித்த வகையாகும்‌. இது பின்வருமாறும்‌ எழுதப்படும்‌. 
ஒவ்வொரு க என்ற திசையனுடன்‌, ல்‌ 1-ன்‌ சாய்வு விகிதம்‌ (gradient), 


n 
(00 = 2 (D: D()e, இணைக்கப்படுகிறது. 
1— 
n 
ர(டு= 3. ர. ௪. என்பதால்‌, 
i=] 1 
gO = (௫) YO OOOO (7) 
- (700) மற்றும்‌ Y'() என்ற திசையன்களின்‌ அளவிப்‌ பெருக்கல்‌. 
€]12- நிலைத்ததாகக்‌ கொள்க. 
யகழ'" என்பது அலகு திசையன்‌ (ய/- 1) என்க. 
பகையா ததக அப்த தைத ர 00 ரர (8) 
அனைத்து 1-க்கு, 91) - 0. 
(7)-ல்‌ இருந்து, 2(0)- (03) .॥ 


(8)-ல்‌ இருந்து, ஐ(1) - ௨(0) - 10) -10(0)) 
= 101-100) 


ட farm) -f(x) _ . 80-80 ௩ 
ட ப்ட்‌ ணப வலு 


இந்த எல்லை, ம என்ற அலகு வெக்டரின்‌ திசையில்‌, 9-ல்‌ ன்‌ திசைசார்‌ 
வகையீடு (directional derivative) என்றழைக்கப்படும்‌. இது, (மி) எனக்‌ 


குறிக்கப்படும்‌. 
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1: மற்றும்‌ ௩ இவைகள்‌ நிலைத்தவை, ப மாற்றமடையும்‌ எனில்‌, ய, (V£)(%)-ன்‌ 
மிகை அளவி பெருக்கமாக அமையும்‌ போது, (மி) ஆனது அதன்‌ மீப்பெரு 


மதிப்பை அடையும்‌. 
யாக னில்‌ 00 3 மறடுயு 
கீ 


7.20. தேற்றம்‌ 

ECR" என்பது ஒரு குவி திறந்த கணம்‌ என்க. f: EDR”, 7-ல்‌ f 
வகைக்மிகழுக்‌ காணத்தக்கது. எனில்‌, M என்ற மெய்பெண்‌, அனைத்து க க்கு, 
1 (0)] 5 M என இருக்கிறது எனில்‌, அனைத்து aE, beE-க்கு, 
[1() -1(8)] 3 Mb - al ஆக அமையும்‌. 
நிறுவல்‌: 

861, beE என்க. 

அனைத்து 1515'-க்கு, (958, (ட = (1 - fa + ம்‌ என அமையுமாறு 
வரையறுக்க. 
E குவிகணம்‌ என்பதால்‌, 0 ௩1 1 எனில்‌, ஈ(1) 6]. 
(0 ௪ 100) என்க. அனைத்து 1௪[0, 1]-க்கு 
g() = 1(0)Y 

= £'((0))(b-a) 
எனவே, 21) 511 (0916-௨௮) 

< M|b- al 

மதற்றம்‌ 4.18-ன்‌ படி, [2(1) - (0)] <M |b - 4 
ஆனால்‌, (0) ௪ 1(ஏ(0)) -1(8), ஐ(1) * f(y(1)) = f(b) 
எனவ, |1(ஒ) - 1(a)] < Mb - a. 


229 ப பலமாறி சார்புகள்‌ 


7.21. துணைத்ததற்றம்‌ 

... கூடுதலாக, அனைத்து. %618-க்கு, 1 (3) - 0 எனில்‌. ர ஒரு மாறிலி சார்பு. 
நிறுவல்‌: 

20) = 0 எனில்‌, 4-0 
எனவே, |£(௨) - £()| = 0 = f(a) = 1(b) > f ஒரு க்‌ 
7.22. வரையறை 

ECR". என்பது. ஒரு 'திறந்த:. கணம்‌. £: ER", f': EPL(R Rm) என்பது 
தொடர்ச்சியான சார்பாக அமையின்‌, E-ல்‌.. ம... தொடர்‌...! வகையிடத்தக்க 
(continuosly differentiable) சார்பு எனப்படும்‌. 

அதாவது அனைத்து XE, அனைத்து 82 0-க்கு,. 6.5 0 என்ற எண்‌, yeE, 
*- [<6 எனில்‌, |) - £'0)]| 4 8 என, அமையும்‌. 

அப்படியெனில்‌, ர என்பது ஒரு €'- சார்பிடல்‌ ஆகும்‌, அல்லது fe C(E). 
7.23. தற்றம்‌ 

ECR" ஒரு திறந்த கணம்‌. 1: ER", f€ ௫) என அமையத்‌ மதவையாள 
மற்றும்‌ போதுமான நிபந்தனை: 1 3 1 4 10, 1 2] 21) எனில்‌, 1-ல்‌ Di; என்ர 
பகுதி வகைக்கெழுக்கள்‌ இருக்கும்‌ மற்றும்‌ அவைகள்‌ -ல்‌ தொடர்ச்சியானவைகளாக 
அமையும்‌. | 
நிறுவல்‌: 

1€ C'(E) என்க. அனைத்து 1, ] மற்றும்‌ ௬*€£-க்கு, | 
(D0) = (£"()e) . ம லி 
எனவே, த) - ம = (FO Fe. 
ய [6 - 1 என்பதால்‌, 


(DA) - DAC) = If’) - fel < If ~ "OI 
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££ 6) என்பதால்‌, அனைத்து X€ மற்றும்‌ அனைத்து 82 0-க்கு, 6 5 0 என்ற 
எண்‌, 8-3] ₹6 எனில்‌, (ஈடு - f'(%)|| 68 என இருக்கும்‌. 
ஆகையால்‌, | ர|[௩8 அ[08)0) - DA) 56 
ு 19ம்‌ சதொடர்ச்சியானது. 
மறுதலையாக, 1 ௪ 1-க்கு நிறுவினால்‌ போதுமானது. 
(€1$-ஐ நிலைத்ததாகக்‌ கொள்க. 
: 5 0 எனக. | 
3 திறந்த கணம்‌ என்பதால்‌, மையம்‌ X, ஆரம்‌ 1 உடைய $C என்ற திறந்த பந்து 
இருக்கும்‌. 191 தொடர்ச்சியானது என்பதால்‌, 1 என்ற எண்ணை, 
ஐ - DAC) < ein, (y ES; 1 <j 51) எனுமாறு தேர்ந்தெடுக்க முடியும்‌. 
bh he; எனில்‌, [நி ££. 
= 0, whe ... +h என்க (1:40) 


ிறகு, 
n 


(x+h) - f(x) = | [f(x + v;)-f(x + v;,)] 
<k<n-d, [vx <r ஆகும்‌. 

்‌. குவிகணம்‌. என்பதால்‌, % 3: 351 மற்றும்‌ * 3) இவைகளை முனைப்‌ புள்ளிகளாக 
-ள்ளத்‌ துண்டுகள்‌ 8-ல்‌ இருக்கும்‌. 

1 ரந என்பதால்‌, இடைமதிப்புத்‌ தேற்றத்தின்‌ படி, 

(x + vy) - 1x + Vi) = (DDC + Vii + லு, 06(0, 1) 

ற்றும்‌, பி்‌ vi + Obey) - h(D;O(| யூ) ௭ 

னவே, | ௩] “1 என அமையும்‌, அனைத்து ॥-க்கு, 
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ஏட்டு -19- 2h) 
el ade J 

- 12 +) tv) 20 

1] 1] 
1 ப அ அரி 

ற 
அ 8 £5 

[1 


2 1 ஆனது %-ல்‌ வகையிடத்தக்கது. 
மேலும்‌, ரீ (2) என்பது, ௩ - 2? 19) என்ற திசையனுக்கு. 210) என்‌ 
வ சாட தரும்‌ ஒரு நேரியல்‌ சார்பு. 
்‌ [100] என்ற அணி, (001. .... (0.0) என்ற நிரையைப்‌ பெற்றிருக்கும்‌. 
(Di. .... (D0) என்பன, ல்‌ தொடர்ச்சியான சார்புகள்‌ என்பதால்‌, 
feC'(E). 1 
7.5. சுருக்கக்‌ கோட்பாடு (The Contraction Principle) 
7.24. வரையறை 

% என்பது 4 என்ற யாப்புடன்‌ கூடிய ஒரு யாப்பு வெளி. ஓ: &-?% என்ச 
அனைத்து %, ரக -க்கு, ௦ & 1 என்ற எண்‌, 0(ஒ(%), 6(3)) 5 cd(X, y) எள 
அமையுமானால்‌, ஓ: &-?%- ன சுருக்கம்‌ ஆகும்‌. 
7.25. மதற்றம்‌ 

2 ஒரு யாப்பு வெளி. ன்‌ சுருக்கம்‌ ஓ எனில்‌, 2€% என்ற ஒர ஒர 
உறுப்பு, ((%) - * என இருக்கும்‌. 

அதாவது, ஓ ஒரே ஒரு நிலைத்தப்‌ புள்ளியைப்‌ பெற்றிருக்கும்‌ எனலாம்‌. 
நிறுவல்‌: 

30% என்பது ஏதேனும்‌ ஒரு புள்ளி என்க. 
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உருக. (௫ 0142 எண வரையறுக்க. 
d(p(x); p(y)) < cd(x, 3) என அமையுமாறு 6 5 1 ஐத்‌ தேர்ந்மிதழுக்க. 
॥ 2 1-க்கு,. 
A(Xn+1 ; Xn) = A((p(Xn); P(Xn-1)) 

ட்‌ ௦03, 5 ட்ப 
உய்த்தறிதல்‌ முறையில்‌, 
பசது பாட.) ரட்‌ 

< c d(x ட்‌ Xo) (ற ரத 0. les A எ ) 
1) ௬௩ எனில்‌, 

௦ 
கேர 7 YEO 9 1) 
வ... 

ட (தத மத்த A(x; xo) 
ட்ப 6) d(X1. Xo) 
[(1—e)" d(x, xo)]e’ 
(ப என்பது ஒரு காவி தொடர்வரிசை. & ஒரு முழு யாப்பு வெளி என்பதால்‌, 


[A 


ஏதேனும்‌ ஒரு ௬௧ க்கு, 110730) “3. 
ஓ ஒரு சுருக்கம்‌ என்பதால்‌, &-ல்‌ ஓ மதொடர்ச்சியானது. (சீரான தொடர்ச்சியானது) 
எனவே, ஒ(%) மற (Xn) - பப ப =X. 
மு-ன்‌ தனித்தன்மை: 
p(x) = x, மட) “3 என்க. 
d(p(x), ¢(y)) 5 cd(x, y)> d(x, y) < 60003) 
I > ஓ dy) ௩0 
க்‌ AE 


ஓ ஆனது தனித்த நிலைத்தப்‌ புள்ளியைப்‌ பெற்றிருக்கிறது. 
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1.6. நேர்மாறு சார்புத்‌ தேற்றம்‌ 
7,26. மதற்றம்‌ 

ECR" ஒரு திறந்த கணம்‌. £: £R" என்பது ஒரு 6 சார்பிடல்‌. ஏதேனும்‌ ஒரு 
2கE-க்கு, £'(௮) நேர்மாற்றல்‌ உடையது மற்றும்‌ 6 ௪ 1(2). பிறகு, 
(அ நல்‌ UU, V என்ற திறந்த கணங்கள்‌, aU, beV, ல்‌ [ என்ற 
ஒன்றுக்கொன்றான சார்பு 1(() - V என இருக்கும்‌. 
(ஆ. 7-ல்‌ வரையறுக்கப்பட்ட ஐ என்ற 1-ன்‌ நேர்மாறு சார்பு, ஷு - x (xEeU) 


என வரையறுக்கப்படின்‌, த€ €'(V). 


நிறுவல்‌: 
அ) 1'(௮) - A எனக்‌ குறிக்க. 
என்பதை, 2A | = 1 டட (9) 


எனத்‌ மதர்ந்தெடுக்க. 
8-ல்‌ 1” தொடர்ச்சியானது என்பதால்‌, 8-ஐ மையமாக உடைய UcE என்ற 
த |. கு இரகக * ௫ வ | 
(10) 
ரன அமையும்‌. 
ஒவ்வொரு ரகR'-உடன்‌, மலி“ A (y - fx), EE) OT (11) 
எனற சார்பை இணைக்க. 
(9-9 ௮ ௬ என்பது ஓன்‌ நிலைத்தப்‌ புள்ளி 
(x)= 1.06) 
“(Af '(X)) என்பதால்‌ 
009 -॥ &1௩- னு 
= [AA - 11090 
«1A 1/2 ((9), (10)-ல்‌ இருந்தி 
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எனவே, 
(x1) = (x2) < (1/2) [xr = Xl, யே EV) OO எ (12) 
(டூதற்றம்‌ 7.20) 
ஆகவே, 9-ல்‌, ஓ ஆனது அதிகப்பட்சமாக ஒரு நிலைத்தப்‌ புள்ளியை 
பெற்றிருக்கும்‌. 
அதாவது, அதிகப்பட்சமாக ஒரு ௬௫ U-க்கு, 1(%) ஈ ர ஆக இருக்கும்‌. 
எனவே, U-ல்‌ 1 ஒன்றுக்கொன்றானது. 
அடுத்ததாக, V ௪ £ீ(ப) என்க. ரக V என்க. 
௯ ஏதேனும்‌ ஒரு 360௪ U-க்கு, ஓ  1(%௦). 
மையம்‌ 2, ஆரம்‌ £ 2 0 உடைய திறந்த பந்து 13 என்க. B-ன்‌ அபையு 
(closure) B ஆனது 1-ல்‌ இருக்குமாறு, 1-ஐச்‌ சிறியதாகத்‌ தேர்ந்தெடுக்க. 
(ஐ) |) - ட ௩1 எனில்‌, ரகV என நிறுவுவோம்‌. 
| - YO] ௩ 41 எனக்‌ கொண்டு, y-ஜக்‌ குறிக்க. 
po) -xo| = 1A'(y - fo), ((11)-ன்‌ படி 


= |A'(y- yo) 

<A Ar= r/2, (23471 - 1) 
xe B எனில்‌, 
Ip) - xo = p(X) - P(X) +P(Ko) - Xol 


p(X) - p(Xo)| + (மே) - Xo 
(1/2)|x-xo| +1/2 <r 


1A 


A 


—> (x)eB 

இங்கு, 3/௪ 9, 6 B எனினும்‌, சமன்பாடு (12) உண்மையாகும்‌, 

எனவே, ஓ ஆனது, ந B-ன்‌ சுருக்கம்‌ ஆகும்‌. B ஆனது R-ன்‌ மூரி 
உட்கணம்‌ என்பதால்‌, B முழுதாகும்‌. (complete) 


எனவே, தேற்றம்‌ 7.24-ன்‌ படி, ஓ-க்கு € B என்ற நிலைத்தப்புள்ளி இருக்கும்‌ 
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இந்த க்கு, 1(%) ஈ ர ஆகும்‌. ஆகையால்‌, V திறந்த கணம்‌ ஆகும்‌. 
இதனால்‌, தேற்றத்தின்‌ (அ) பகுதி நிறுவப்படுகிறது. 
(ஆ) yeV,y +k eV என்க. 
எனவே, EU, x + heU என்பவை, y = f(x),y +k ={(x+h) என இருக்கும்‌. 
(11)-ன்‌ படி 0) ௪x *A"(y-£(%)) 
p(x + - p(X) [(x+h)+A"(y- f(x +h))]-[x+ A (y - 1009] 
h+A’[f(x)-f(x+h)] 
h+A’[y-(y +k] 
= h-A’™k 


| 


| 


(12)-ல்‌ இருந்து, 
| p(x + h) - ¢(x)| 5 (1/2) 

>|h-A™k|<(1/2)h| 

ு|A'%k| > (1/2)]| மற்றும்‌ 

bl <2 A= TT (13) 
(9), (10) மற்றும்‌ தேற்றம்‌ 7.10 இலைகளிலிருந்து, £ '(%)-க்கு ஒரு நேர்மாறு 1 
அமையும்‌. 

g(y +k) —g(y) — Tk 


x+h-x-Tk 

1) - 71% 

Tf ‘(xh - T[f(x+h) - f(x)! 

-T[f(x +h) - f(x) - £ பய 

(ஆ 20-19 - go) -TK| _ IIT டர h) - fe) - 10] 
[kl ], ரளி 

மேலும்‌, 6-5 0 எனில்‌, ௩0 


30 [4 


பபப ட்‌ 


ம்‌] 


| 
a 
2 
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ஆனால்‌, 1 ஆனது £6) ஈ £'(0)) “ன்‌ நேர்மாறாகத்‌ தெர்ந்தெடுக்கப்பட்டுள்ளது. 

ஆகையால்‌, 20) “ (EO), EV OO 4 (14) 
2 வகையிடத்தக்க சார்பு என்பதால்‌, த: VU ஒரு தொடர்ச்சியான சார்பு. 

2 என்பது, (8 )-ன்‌ நேர்மாறு உடைய உறுப்புகளின்‌ கணம்‌ எனில்‌, £ :: 502 

ஒரு தொடர்ச்சியான சார்பு. 

தேற்றம்‌ 7.10-ன்‌ படி, இந்த நேர்மாறு, ஐ: (2502 ஒரு தொடர்ச்சியான சார்பு. 

எனவ, (14) அ ஓக 677) ஆகும்‌. 


கீழ்க்கண்டத்‌ தேற்றம்‌, நேர்மாறு சார்பு தேற்றம்‌ பகுதி (ஐ)-ன்‌ உடனடி விளைவு 
ஆகும்‌. 
7.27. மதற்றம்‌ 

ECR" ஒரு திறந்த கணம்‌. 7: ESR" என்பது ஒரு 6 சார்பிடல்‌. அனைத்து 
Xக-க்கு £ '() நேர்மாறு உடையது எனில்‌, அனைத்து திறந்த கணம்‌ Wடந-க்கு, 
[(W) ஆனது R'-ன்‌ ஒரு திறந்த கணம்‌. 

அதாவது, ர: 1515” ஆனது ஒரு திறந்த சார்பாகும்‌. 
7.7. உள்ளார்ந்த சார்பு தேற்றம்‌ 
(The Implicit Function Theorem) 
7.28. குறியீடு 

x = (Xj, ..., XnJER, VY = (Vi, ..., Vm) JER" எனில்‌, 063) என்ற புள்ளி 
(X15 டி > Ym) JER “ஐக்‌ குறிக்கும்‌. 

அனைத்து AகL(R""", R”) என்பது கூ, A, என்ற நேரியல்‌ உருமாற்றங்களாக 
எழுதலாம்‌. 

சிடி A, என்பன, ஆம்‌ - கு, 0), Ak ஈ A(0, 19), (hER’, kER") என 


வரையறுக்கப்படும்‌. 


207 பலமாறி சார்புகள்‌ 


பிறகு, AxகL(R"), AyeL(R", 18), மற்றும்‌ A(h, Kk) - Ah + Ayk. 

7.29. நதற்றம்‌ 
AeL(R", 87), Ax நேர்மாற்றல்‌ உடையது எனில்‌, அனைத்து ஈகR"-க்கு, 

eR” என்ற தனி உறுப்பு, A(, 8) ஈ 0 என அமையும்‌. 

இந்த ௩ ஆனது, 1-ல்‌ இருந்து ॥ ௪ -(A%) தீ, என்ற சூத்திரத்தால்‌ பெறப்படும்‌. 
நிறுவல்‌: 

A(h, k) = Axh + தட 
Ah, K=0> வ Axh+A/k=0 

> நத! தூம 
சூ. A, நநர்மாற்றல்‌ உடையது. 

7.30. தேற்றம்‌ 

EC நா திறந்த கணம்‌ என்க. 
£௩ ஒ" என்பது ஒரு 6' சார்பிடல்‌. ஏதேனும்‌ ஒரு புள்ளி (8, 9) க -க்கு 
f(a, b) = 0. A = f(a, b). A நேர்மாற்றல்‌ உடையது எனில்‌, ப ௨ R™™ 
Wc R™, (a, b)eU, beW என்ற திறந்த கணங்கள்‌, பின்வரும்‌ பண்புகளை 
நிறைவற்றுமாறு அமையும்‌. 

அனைத்து ர W-க்கு, % என்ற தனித்த உறுப்பு, (3) ௪17 மற்றும்‌ 13) * 0 
என இருக்கும்‌. 

இந்த %, ஏ “எ ஓ(ர) என வரையறுக்கப்படுமானால்‌, 8: WR" என்பது ே 
சார்பிடல்‌. ஐ) = ௨, f(e(y), y) - 0, (ye W) மற்றும்‌ (0) - (ட A) எனக்‌ 
காளாலாம்‌. 
நிறுவல்‌: 

F என்ற சார்பை, ₹(%, y) - (£(%, y), ¥) , (0 ஏ)கE) என வரையறுக்க. 


பின்‌, 1: ௩ ஆR""” என்பது ஒரு ே சார்பிடல்‌. 
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(அ) 7(8,%) என்பது 1.(R”) நேர்மாற்றல்‌ உடையது என நிறுவுவோம்‌. 

f(a, b)=0>f(a+h,b+k) =A, kK) “19. இங்கு, £ என்பது, 

£ (௮, b)-ன்‌ வரையறையில்‌ இருக்கும்‌ மீதி. 

F(a+rh,b+k)-F(a,b)= (fa+h,b+k),b+kK)- (fa, b), b) 

= ((f(a+h, b+k),b+k)-—(0.b) 

= (கட), 

= (A(h, + r(h, K), K) 

= (A(h, kK), kK) + (rh, £), 0) 

-ல்‌ நேரியல்‌ செயலியாகும்‌. இந்த சார்பிடலில்‌, (1, 6)-ன்‌ 


nt+m 


அ F'(a, b) என்பது R 
பிம்பம்‌ (A(ங, 16), 6) ஆரும்‌. 
(A(h, %), £) ஈ 0 எனில்‌, க&ட)-0 மற்றும்‌ 8-0. 
எனவே, A(॥, 0) ஈ 0. இது, ॥ 0 என்பதைத்‌ தரும்‌. 
ஆகையால்‌, 1*'(&, b) ஒன்றுக்கொன்றானது... எனவே, நேர்மாற்றல்‌ உடையது. 
ஆகவே, நேர்மாறு சார்பு தேற்றத்தை F-க்குப்‌ பயன்படுத்த, 75”""'-ல்‌ a மற்றும்‌ 
V என்ற திறந்த கணங்கள்‌, (8, b)கU, (0, b)eV மற்றம்‌ 1: U — V ஒரு 
ஒன்றுக்கொன்றான சார்பாக அமையுமாறு இருக்கும்‌. 
W = {yeR": (0, y)eV} என்க. 
(0, b)eV என்பதால்‌, 06 W. 
v திறந்த கணம்‌ என்பதால்‌, W-ம்‌ ஒரு திறந்த கணம்‌. 
ரக எனில்‌, ஏதேனுமொரு (%, ர) 6 U-க்கு, (0, y) - [(X, y) 
ஆனால்‌, 003) - (f(x,y), y). 
எனவ, இந்த உக்கு (22,3) 610, 1022, ர) -0 என்க. 


F(x’, y) = (f(x, y),y) = (0, Y) 
= (f(x,y), ¥) - F(x, ¥) 
ப-ல்‌ 1 ஒன்றுக்கொன்றான சார்பு என்பதால்‌, X' ௪ ஆக இருக்கும்‌. 
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இதனால்‌, தேறிறத்தின்‌ முதல்‌ பகுதி நிறுவப்படுகிறது. 

இரண்டாம்‌ பகுதியை நிறுவ, ரக W-க்கு ஐ(3)- ஐ (ஐ(3),3) 6 மற்றும்‌ 
1203) . ர) * 0 என வரையறுக்க. 
பின்‌, F(g(), y) f (Keg). ). 9) ~ (OV). (EW) எகா (15) 
0: VU என்பது F-ன்‌ நேர்மாறு மேல்‌ சார்பு எனில்‌, 6௨ (நேர்மாறு சார்பு 
மதற்றம்‌) 
(15)-ல்‌ இருந்து, (தஐ௫).9)-000,3), 63) 
(€6' என்பதால்‌, த€6. 
£'(0)-ஐக்‌ காண, (20), ர) - ௰()) என்க. 
D'(y) k= (g'(y)k, Kk), YEW, kER™) 
f(g(y), y) = 0 > 4-ல்‌ f(D(y)) - 0, (ye W) 
எனவே, சங்கிலி விதியின்‌ படி, £ '(0()), ம0))-0 
) - எனில்‌, 6௫) ௪ (த௫),8), (த) -8) 

= (a,b) 

{"(D(y)) = f'(a, b) = A. 
எனவே, A௮'(ஒ) = 0 
A(h, k) = Ash + Ak > அனைத்து keR"-க்கு 
Asg'(b)k + Ajk = A(g'(D)Jk, Kk) - AD'(D)k ~ 0. 
எனவே, கூ) A, = 0 அ தழு) = (As) Ay 


குறிப்பு: 

(1) f(%, ர) = 0 என்ற சமன்பாடு, 0 * 13 மாறிகளில்‌ ௩ சமன்பாடுகளின்‌ 
தொகுதியாக எழுதப்படும்‌. 
வே... படி வ 0 


நத த ஓர ட ௨௨ க ட உ க ல ட்டி படி உட உ. ட க டி ௨ க உ ௩ ௨௧ 
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ர்‌ 
7 T > i டட + yey A) 
As பத்க்‌ உடையது டல்‌ மதிப்‌ தைஇ 
ற, 1: r LE D £ ஷு ஷ்‌ ® {i (3 i 
5 NRG: A A 11 37) ) (1 ர ¥ 73 சட ட (8 ப குது 





ட படட அவுட்‌ றும்‌ IE பூக, 


மி fn ௨௧ 2௦8 EE 4 ர = EN I ச்‌. ஜீ ்‌ த்‌ ்‌ ட்‌ 3 3 ட்டா 
கல்‌ — £ Ai அற்பப்‌... 1 ம 02. (௪ it 7 | ‘FE FT pan EA ஆ 
யய வரையறுக்கப்படும்‌. | 

புர்றக பு இம்‌ பற்று Ln Lena மாற பிறக்‌ சா 1 தபற. ப ப 


அதாவ _ அதன்‌, நிரல்‌ வெக்டர்கன்‌. - ஏாள்பர்ரலையாக OE அல்லது அதன்‌ 





வ்‌ 
அணிக்கோொவையின்‌ மதிப்ப 2 0 ்‌ 
பத்த சட ப்பத்‌, : | 7 யூ ன்‌ இ) (ர்‌*( ச்‌ | 


\ கட கீர 58 அய இப்‌ [ Saris 
(3) | 2 -ன்‌ குகளி i, A i லு ச்‌ பி 0 4 த்தி பதி 


ஷ்‌ ம்‌ சி % op 
2 TN ¥ ம்ம்‌ ன்‌ க அ 
= > OED, 0) -- வேக்‌... (0) ணக id 
1— ௬ 2 Ww க்சி அளி 
$ 


ச 








AI 


7 
(ட்‌ 


ல்‌ டதத = Gin (8 Ae IDEs (VO) fs EA ௫: புர 
அணக கக்கு, இது உட (171 ௫ இ எனற வகைக்ககழுக்கள்‌ மாறிகளாக்‌ 


> க 6 4 7 
ஆ 31 டம அப 
m2 Ms 
0 = AHO) DA ட ௮4) - A,A +A) வசி 
fi ஆ: அலு ப | இ At 5 ்‌.] ச்‌ % | ¥ R 2 ] = % 


921116 யூ 241 ன கம பா 8 Jan 
ஏ வலம்‌ யங்கள்‌ பட்டவள்‌. எது என்ற, 1 


ஆ 
ப்‌ 
ல. 
உற்‌ 
க 
ப 
ட 
மீ 
pg 
ன்‌ 
க, 
ds ௪ 
i 
எட 
3 
ண்ட 
ப 
ச 
மைத்‌ 


வ்‌ படபட. an 
த்‌ 1 தத்த. பிரிப்பது கரியது 
(A= 100-527) களில்‌ ரபப்கஹுட காயே 
எ உ ன்ப 
1. ஆ ட்டு fi க, ர்‌ வரத்‌ NS NS ப்‌ ப்‌ கருகி ல 2147] 
1௮ ௦) (1; 22 Ha, 14] ப்பூ 07, 014. பிர்‌] 
5) ல்‌ உள AT, பச * ம்‌ 1 ச்‌. 53 : LES pn வ ௧3 ்‌ Af ச ~ பன அட ந. அ ஓ. உர > 
ie (hs 2௦ க மடி வி i, ௮ 49% 0. 9) ட 


ஸ்‌ பலமாறி சார்புக்‌ 
திட்ட அடிக்கணங்களைப்‌ பொறுத்து, A ௪ £'(தூ 0)-ன்‌ உருமாற்ற அணி, 
[A] i Daf, Daf, Daf wd 


Dib Dob Dib Dak Ds) 4, b)=(0,1,3,2,7) 


| 


bl Yi 2 -4 0 
-2081117(1-0 0௦0 2 0 -1) (a, b) = (0,1,3,2,7) 


4 0 
0 .] 


எனவே, [A] (2 | கா! 4 தி 
ட. 0 மி. 


[Aட|-ன்‌ நிரல்‌ வெக்டர்கள்‌ சார்பற்றவை என்பதால்‌, 4% நேர்மாற்றல்‌ உடையது. 


| 
சா ந 
| 
A 
_— ழூ 
xO 


உள்ளார்ந்த சார்பு தேற்றத்தின்‌ படி, ஐ என்பது (3, 2, 7)-ன்‌ அண்மையில்‌ 
வரையறுக்கப்பட்ட 6” சார்பிடல்‌ இருக்கும்‌. 

8(3. 2, 7) ஈ (0, 1) மற்றும்‌ £(ஓ()), ) * 0. 

2(3. 2, 7) காண்பதற்கு, 

௫) ௪ -(A4)-1A, பயன்படுத்துவோம்‌. 


(கா) = [As] = (1/20) (1 -3 
62 


அகவே, [2'(3, 2, 7)] (-1/20) p -3 | k -4 
6 2 


1/4 1/5 me 
-1/2 6/5 1/10 
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பகுதி வகைக்‌ கெழுக்களில்‌, (3, 2, 7) புள்ளியில்‌, 
Digi=1/4 DagF=1/5 Digi -3/20 
Digg=-1/2 Dg 6/5 Dig, 1/10 
7.8. தரத்‌ தேற்றம்‌ 
7.32. வரையறைகள்‌ 
X, Y என்பன திசையன்‌ மிவளிகள்‌. &€1,(%, Y) என்க. 
A-ன்‌ இன்மை பிெெளி (nl! space), 
(A) = {xeX: Ax 0} என வரையறுக்கப்படுகிறது. 
(A) ஆனது, %-ல்‌ திசையன்‌ வெளி. இதைப்‌ போல்‌, கன்‌ வீச்சு, 94(4) 
ஆனது Y-ல்‌ திசையன்‌ பெவெளி ஆகும்‌. 
A-ன்‌ தர எண்‌ - 94(4)-ன்‌ பரிமாணம்‌ என வரையறுக்கப்படுகிறது. 
எடுத்துக்காட்டாக, 1,(157)-ன்‌ நேர்மாற்றல்‌ உடைய உறுப்புகள்‌ ஆனது, 1,(18”)-ல்‌ 
தர எண்‌ 1 உடைய உறுப்புகள்‌ ஆகும்‌. 
AeL(X,Y) மற்றும்‌ A-ன்‌ தர எண்‌ - 0 எனில்‌, அனைத்து %€ A-க்கு, 
A, 0, எனவ, (A) ஈ ௩. 


7.33. வீழல்கள்‌ (101௦011015) 

X என்பது ஒரு திசையன்‌ வெளி. 1€],(20 என்ற செயலி, ௪௪ 1 என 
அமையுமானால்‌, 1? ஆனது ல்‌ வீழல்‌ எனப்படும்‌. 

அதாவது, அனைத்து %€26-க்கு, P(PX) - PX. 
மாற்றாக, ஒ ஆனது அதன்‌ வீச்சு (ஒ)-ல்‌ அனைத்து மெெக்டரையும்‌ நிலை 
நிறுத்துகிறது. 
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7,34. வீழல்களின்‌ சில தொடக்க நிலை பண்புகள்‌ 
(அ) 2-ல்‌ ஒரு வீழல்‌ 1? எனில்‌, அனைத்து X௧%-ம்‌ 830) * 3 , (029100), 
ஸர N(P) என்ற தனித்த அமைப்பைப்‌ பெற்றிருக்கும்‌. 

இந்த அமைப்பைப்‌ பெற, ௬ ௪ PX, 32 - ௬ - | எனில்‌, 
Px, = P(x - X1) = Px = PX = Px - P(Px)=Px-Px=0 
தனித்தன்மை: 

x= Xx + x2 > Px Pxi + Px 
xeR(P) > Pxi=x (ஏனெனில்‌, Px, = 0) 
> xj Px 
(அ) % என்பது முடிவுள்ள பரிமாண திசையன்‌ வெளி, &-ல்‌ % ஆனது திசையன்‌ 
வெளி எனில்‌, “ல்‌ 1 என்ற வீழல்‌, (P) ஈ %) என இருக்கும்‌. 

2-ல்‌ 0 மட்டுமே அமையின்‌, இது அற்பமானது. 

அனைத்து %€2-க்கு, Px = 0. 

X|-ன்‌ பரிமாணம்‌ ௪ & 0 என்க. தேற்றம்‌ 7.4-ன்‌ படி, (மடி... மீ என்ற 
ன்‌ அடிக்க்ணம்‌, %1-ன்‌ அடிக்கணமாகவும்‌ அமையும்‌. 

P(ciui + ... + Calin) = CU +... + CW எ வரையறுக்க. ஜே, .... ரே என்பன 


அளவிகள்‌. அனைத்து % X;-க்கு, PX = % மற்றும்‌ | - R(P). 


7.35. தேற்றம்‌ 

1, 0, 1 என்பன குறை மதிப்பற்ற முழு எண்கள்‌, 21,0121, ECR’ ஒரு 
திறந்த கணம்‌. ஈ: £ ௯ ஐ" என்பது 12” சார்பிடல்‌. அனைத்து XxeE-க்கு, 1 (பேன்‌ 
தர எண்‌ 1. 

8€13-ஐ நிலைத்ததாகக்‌ கொள்க. A ௪ ஈ'() என்க. 1) என்பது இன்‌ வீச்சு 
என்க. 1 என்பது 157-ல்‌ *7-ஐ வீச்சாக உடைய வீழல்‌. 49 என்பது P-ன்‌ இன்மை 


வெளி எனில்‌, -ல்‌ (7 மற்றும்‌ V என்ற திறந்த கணங்கள்‌, aeU, UcE மற்றும்‌ 
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H: VU என்ற ஒன்றுக்கொன்றான மேல்‌ € சார்பிடல்‌, F(1(%)) - AX + 
p(Ax), 6/7) என அமையும்‌. 

இங்கு, ஓ: A(V) ௯ Yஃ என்ற  சார்பிடல்‌, A(U) ௨ Y ஒரு திறந்த 
கணமாக அமையும்‌. 
நிறுவல்‌: 

= 0 எனில்‌, தேற்றம்‌ 7.20-ன்‌ படி, 8ன்‌ அண்மை பல்‌ F() மாறிலி ஆகும்‌. 
எனவே, V = U, 100) = xX, ஓ(0) = F(a) ஆக இருக்கும்‌ போது, 
F(H(x)) = Ax + (Ax) என்பது உண்மையாகும்‌. 
1 > 0 என்க. 
Y| “ன்‌ பரிமாணம்‌ £ என்பதால்‌, Y;-ன்‌ அடிக்கணம்‌ (31, ... 377 என்க. 
Az = y; (1 i <r) என அமையுமாறு, 267” தேர்ந்தெடுக்க. 


$= YR என்ற நேரியல்‌ சார்பிடலை, 


S(T... HY) க்‌... ர்‌. என வரையறுக்க, டே ..., டே என்பன 
அளவிகள்‌. 

எனவே, க; கத “நுடி] 2147 

~Asy=y(eYt) .. ௭௭௭ (16) 


G = ER" என்ற சார்பிடலை, 000 -%- SP[F(X) - Ax] (610) என 
வரையறுக்க. 
G'(x) =1 + SP[F'(x) - Al] 
F(a) = A> G'(a) +1, R-ன்‌ சமனிச்‌ செயலி. 
மநர்மாறு சார்பு தேற்றத்தின்‌ படி, ௩-ல்‌ ப மற்றும்‌ V என்ற திறந்த கணங்கள்‌, aU 
மற்றும்‌ 6: U ௯ V என்ற ஒன்றுக்கொன்றான பமல்‌ சார்பு, அதன்‌ நேர்மாறு 11-ம்‌ 
(2 என்ற வகுப்பில்‌ அமையுமாறு இருக்கும்‌. 

மதவைப்படின்‌, (] மற்றும்‌ V -ஐக்‌ குவிக்கணமாகவும்‌, அனைத்து க V-க்கு, 
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[1'069) நேர்மாற்றல்‌ உடையதாகவும்‌ அமையும்‌ படி சுருக்க முடியும்‌. 

PA = A என்பதால்‌, ASPA = A. 

எனவே, ASy =v (}eY।) இருக்கும்‌. 
ஆகையால்‌ AG(%) - A[x+ SP(F (x) - AX)) 

= PF(x), (EE) 

குறிப்பாக, ௬௪ U-க்கு, G(X) - PF(x). 
“ஐ H(*) ஆல்‌ மாற்றியமைக்க. 
PF(x) = AX, (xeV) 
w(x) = F(H(x)) -Ax, (EV) என வரையறுக்க. 
PA = A > அனைத்து க V-க்கு, மம) - 0. 
எனவே, ஸூ: VY, ஒரு € சார்பிடல்‌, 

V திறந்த கணம்‌ என்பதால்‌, 4(V) என்ற -ன்‌ வீச்சு (A) - Yட-ன்‌ திறந்த 
உட்கணமாக அமையும்‌. 

நிறுவலை நிறைவு செய்ய. ம: A(V) ம்‌, (Ax) - w(x), XE V}----- (17) 
என்பது 6” சார்பிடல்‌, எனக்‌ காட்ட வேண்டும்‌ 


இதற்கு, முதலில்‌, X1€V; X2€V, AX; * கடி எனில்‌, பே) * மே) என 


நிறுவுவோம்‌. 
D(x) = F(H(x)), xe V என்க. 

அனைத்து ௧ V-க்கு, H'(%)-ன்‌ தர எண்‌ 13 என்பதால்‌, அனைத்து 26 ப-க்கு, 
F'(X) -ன்‌ தர எண்‌ ர ஆகும்‌. 
ம'(%)-ன்‌ தர எண்‌ “ F'(H(%))H&)-ன்‌ தர எண்‌ -₹ (xEV) 
36 V-ஐ நிலைநிறுத்துக. 
௰'(%)-ன்‌ வீச்சு M எனில்‌, MCR", M-ன்‌ பரிமாணம்‌ ௪ 1. 
PF(H(x)) = Ax > PO) - A. 
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ஆகையால்‌, 7: M ௯ 9*(க) - 37) என்பது மேல்‌ சார்பாக அமையும்‌. 
M மற்றும்‌ Y இவைகள்‌ ஒரே தர எண்‌ பெற்றிருப்பதால்‌, 1(14-க்குக்‌ குறைத்து) 
ஒன்றுக்கொன்றானது. 
Ah =0 என்க. 
எனவே, P'(ஏ) ॥h = 0 (PD) “ A ஆதலால்‌) 
ஆனால்‌, '(ப)heM. 
மேலும்‌, 4-ல்‌ ௪ ஒன்றுக்கொன்றானது. எனவே, ௰'(௦)॥ - 0. 
ஆகையால்‌, XV, Ah ஈ 0 எனில்‌, மற்‌ - 0 என நிறுவியுள்ளோம்‌. 
இப்பொழுது, X1€V, X2€V, Ax = AX என்க. 
h=,-X| என்க. 
உடு = w(x; + th) (0 <t <1) என வரையறுக்க. 
V குவிக்கணம்‌ என்பதால்‌, இந்த 1-க்கு 30) * (॥ 67 ஆகும்‌. 
எனவே, 2(1) = (x +th்‌h=0(0<t<1), g(l) = g(0). 
ஆனால்‌, ஐ(1) - ஸே) மற்றும்‌ ஐ(0) - ஸபே). 
எனவே, (8) - (182). 
ஏகV-க்கு, மு) ஆனது A%-ஐ மட்டுமே சார்ந்திருக்கும்‌. 
ஆகவே, &(7)-ல்‌ (AX) = ய) என வரையறுக்கப்படுகிறது. 
ஓக 6' என மட்டுமே நிறுவ மவண்டும்‌. 
yoeA(V) என நிலைநிறுத்துக 
Ax = Yo என அமையும்‌ XV என்க. 
V திறந்த கணம்‌ என்பதால்‌, Y1-ல்‌ ரன்‌ அண்மை, X ௪ 380 +5(y- Yo) ----- (18) 
ஆனது, அனைத்து 376 க்கு 4-ல்‌ அமையுமாறு இருக்கும்‌. 
(16)-ன்‌ படி, AX = இரும ரூ - yoy 
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(17) மற்றும்‌ (18) அ ம) முடவர்‌) (618) 

> Wael > க(7)-ல்‌ oe. 

(ஏனெனில்‌, A(V)-ல்‌ டி ஏதேனும்‌ ஒரு உறுப்பாகத்‌ தேர்ந்தெடுக்கப்பட்டுள்ளது.] 
இப்பொழுது, தேற்றம்‌ நிறுவப்படுகிறது. 


7.9. உயர்வரிசை வகையீடுகள்‌ 
7.36. வரையறை 

ECR" ஒரு திறந்த கணம்‌ என்க. 13-ல்‌ வரையறுக்கப்பட்ட மெய்‌ சார்பு 1-ன்‌ 
பகுதி வகையீடுகள்‌ 1), ..., 1). 
Df என்ற வகையீடுகள்‌ வகையிடத்தக்கவை என்பதால்‌, 4-ன்‌ இரண்டாம்‌ வரிசை 
பகுதி வகையிடல்கள்‌ D;;£ீ ௪ DD; 0, ]* 1, ..., 1) என வரையறுக்கப்படுகிறது. 

E-ல்‌ அனைத்து D;ரீ சார்புகளும்‌ தொடர்ச்சியானவை எனில்‌, 8-ல்‌ 1 ஆனது 
வகுப்பைச்‌ சார்ந்தது என்போம்‌. 
அதாவது, நீ€ (15). 

: நர்‌ என்ற சார்பின்‌ அனைத்துக்‌ கூறுகளும்‌ 6” வகுப்பைச்‌ சார்ந்தது 
எனில்‌, £ ஆனது 6” வகுப்பைச்‌ சார்ந்தது என்போம்‌. 

ஏதேனும்‌ ஒரு புள்ளியில்‌, 1) மீ D;ரீ (இரு வகையீடுகளும்‌ இருப்பினும்‌) 
ஆனால்‌, இந்த வகையீடுகள்‌ தொடர்ச்சியானவை எனில்‌, 9-1). 

இரு மாறிகளில்‌ மெய்‌ சார்புகளுக்கான இரு தேற்றங்கள்‌, இங்கு கூறப்படுகின்றன. 
முதலில்‌, இடை மதிப்புத்‌ தேற்றத்தைக்‌ காண்போம்‌. 
7.37. மதற்றம்‌ 

£ என்பது 11-18” என்ற திறந்த கணத்தில்‌ வரையறுக்கப்பட்டுள்ளது என்க. ந-ன்‌ 


அனைத்துப்‌ புள்ளிகளிலும்‌, 19) மற்றும்‌ 193/7 இருக்கின்றன. ௨8 என்பது, அதன்‌ 
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பக்கங்கள்‌ ஆய அச்சுகளுக்கு இணையாக உள்ள ஒரு மூடிய செவ்வகம்‌. (8, 6) 
மற்றும்‌ (4+ ந, b+ &) (௪0,%0) என்பன அதன்‌ எதிர்‌ உச்சிகள்‌. 
A(f£,Q)=flarh,b+k)-f(a+h,b)-f(a,b +k) + fa, b) எனில்‌, சென்‌ 
உள்பகுதியில்‌, (%, Y) என்ற புள்ளி, A(1, 0) -1(1021)( ர) என இருக்கும்‌. 
நிறுவல்‌: 
u(t) = f(t, b+ k) - f(t, b) என்க. 
தேற்றம்‌ 4.10-ன்‌ படி, ௮, ௮4 ௩h இவைகளுக்கிடையில்‌ % என்ற புள்ளியும்‌ 6, 4% 
இவைகளுக்கிடையில்‌ 3 என்ற புள்ளியும்‌, 
A(f,Q) =u(a+h)-u(a) 
= மம) 
- றிட +8) - மிட 5) 
= hk (Dzi(x, ¥)) 
7.38. மதற்றம்‌ 
ECR என்ற திறந்த கணத்தில்‌ £ வரையறுக்கப்பட்டுள்ளது என்க. ஆ-ன்‌ 
அனைத்துப்‌ புள்ளிகளிலும்‌, D1, D251 மற்றும்‌ Dஃீ இருக்கின்றன. ஏதெனும்‌ ஒரு 
புள்ளி (௨. 5) €13-க்கு, ரீ தொடர்ச்சியானது எனில்‌, (8. 9)-ல்‌ 1908 இருக்கும்‌ 
மற்றும்‌ (19121)(8,0)- (0218, 0). 
7.39. கிளைத்மதற்றம்‌ 
fe 61) எனில்‌, Djzf = Dஃif. 
நிறுவல்‌: 
A = (D+1)(a, 0) என்க. 
82 0 என்க. 
Q என்பது 7.37-ல்‌ கூறப்பட்ட செவ்வகம்‌, 1, % என்பன மிகச்‌ சிறியன எனில்‌, 


அனைத்து (%,3)50-க்கு, [A - (மிட )| ₹8 ஆக இருக்கும்‌. 
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எனவே, | படம்‌ | 18 


0-ஐ நிலைநிறுத்துக. 
k ௯ 0 என்க. 
E-ல்‌ 1951 இருக்கிறது என்பதால்‌, 


ப க 
2,106 1, 0) ம, 0) -A 0 த? ? ?ற?.ஆ.த. (தத்தித்‌ (19) 
h 
£ ஏதேனும்‌ ஒரு எண்‌ என்பதால்‌, அனைத்து சிறிய ௩h 2 0-க்கு, (19) 
உண்மையாகும்‌. 


எனவ, ம்‌ b) A= (Dஃ10)(a, b). 


7.10. தொகையங்களின்‌ வகையீடுகள்‌ (Differentiation of Integrals) 
ஓ என்ற இரு மாறிகளின்‌ சார்பை, ஒரு மாறியைப்‌ பொறுத்து தொகையிடவும்‌, 
அடுத்த மாறியைப்‌ பொறுத்து வகையிடவும்‌ முடியும்‌ என்க. 
ட (ஏ) - ஓ(%, 1) என்க. 
அதாவது, அனைத்து 1-க்கு ஓ ' என்பது ஒரு மாறி சார்பாகும்‌. 
7.40. மதற்றம்‌ 
(அ) 82% 40,0 ₹12 0-க்கு ஓ(X, 1) வரையறுக்கப்பட்டுள்ளது. 
(ஆ) [௮, b]-ல்‌ 0 ஏறும்‌ சார்பு. 
(இ) அனைத்து 1€[6, 4]-க்கு, ஓ '௪9(00) 
(ஈ) ௩ 5 ₹0 மற்றும்‌ அனைத்து 82 0-க்கு 62 0 என்ற எண்‌ - அனைத்து 
எ[க, b] மற்றும்‌ அனைத்து 1(8 - 8, 54 8)-க்கு 
(0220), 1) - (2ஒ)(%, 5)| <£ என அமையும்‌. 


b 
f(t) = [ p(x, t) da(t), 6 < tA) என வரையறுப்பின்‌, 
a 
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b 
(0:79), £”(5) இரக்கும்‌ மற்றம்‌ 169௪ (0௦௦9655) 809) 


நிறுவல்‌: 
0 < | - 5| < 6-க்கு, 
p(X; 1) ட்‌ (3, 8) என்க. 
t-5 
தேற்றம்‌ 4.10-ன்‌ படி, ஒவ்வொரு (%, 1)-க்கு 8 மற்றும்‌  இவைகளுக்கிடையில்‌ 


w(x, 0) - 


அமையும்‌ ப என்ற எண்‌, ம, 1) - (1920), ம) என இருக்கும்‌. 
19)2நுட0-0:0)0089)-8, (₹%20,0 1-5 <0) 


| b 
மு. [0 da(x) கை (20) 
1-8 a 


என்பதால்‌, [8, b]-ல்‌ 1 ௯ 5 எனில்‌, மு ௯ (ஃஓ)' (சீராகி. 
ஒவ்வொரு ஸூ €8(௦) என்பதால்‌, (20) மற்றும்‌ தேற்றம்‌ 6.22-ன்‌ படி, 


b 
(09-91 மற்றம்‌ 869) - [00% 5) 8௦009. 


7.11. பயிற்சி வினாக்கள்‌ 


1. 5 என்‌ பது ஒரு திசையன்‌ வெளியின்‌ வெற்றற்ற உட்கணம்‌ எனில்‌, 5-ன்‌ 
அளாவல்‌ ஒரு திசையன்‌ வெளி எனக்‌ காட்டுக. 

2. AகL(%, Y) மற்றும்‌ ௬ ௪ 0-ல்‌ மட்டுமம AX - 0 எனில்‌, A ஒன்றுக்மகொன்றான 
சார்பு எனக்‌ காட்டுக. 

3. நேரிய உருமாற்றங்களின்‌ இன்மை வெளிகள்‌ மற்றும்‌ வீச்சுகள்‌ திசையன்‌ வெளிகள்‌ 
என நிறுவுக. 

4, £: R'R' என்ற சார்பு, நேரியச்‌ சார்பாக அமையத்‌ தேவையான மற்றும்‌ 


மபாதுமான நிபந்தனையாவது: £(%) - &%,.௮ ௪ £(1) என அமைதலாகும்‌. 
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5, $ R2R' என்ற சார்பு நேரியல்‌ சார்பாக அமையுத்‌ தேவையான மற்றும்‌ 
போதுமான நிபந்தனை காண்க. 

6. 1 என்பது Rூ-ன்‌ ஏதேனும்‌ ஒரு உட்கணம்‌. £: ESR" என்பது 10) - (16 
என அமையும்‌ ஒரு சார்பு எனில்‌, 1-ன்‌ திசையிடப்பட்ட வகைக்கெழுக்‌ காண்க. 

7. ECR" என்ற திறந்த கணத்தில்‌ வரையறுக்கப்பட்ட மெய்மதிப்புடைய சார்பு 1“ன்‌ 
பகுதி வகைக்கெழுக்கள்‌ 1), ..., 19,மீ என்பவை 1-ல்‌ வரம்புடையன்‌ எனில்‌, E-ல்‌ 
1 தொடர்ச்சியானது என நிறுவுக. 

8. ECR" என்பது ஒரு இணைந்த திறந்த கணம்‌. 1: 13-58” ஒரு வகையிடத்தக்கச்‌ 
சார்பு, மேலும்‌ அனைத்து கக்கு, £(%) - 0 எனில்‌, 1-ல்‌ ரீ ஒரு மாறிலி சார்பு 
என நிறுவுக. 

9. ECR" என்ற குவிந்த, திறந்த கணத்தில்‌ வரையறுக்கப்பட்ட மெய்மதிப்புடைய 
சார்பு ரீ. அனைத்து குக்கு, 0000-0 எனில்‌, ர(%) ஆனது 36), ...; ந 


இவைகளை மட்டுமே பொறுத்தமையும்‌ எனக்‌ காட்டுக. 





10. £(0, 0) = 0 மற்றம்‌ 9 * (0, 0) எனில்‌, ரீடே ) - என 


இருப்பின்‌, (0, 0)-ல்‌ 1 தொடர்ச்சியானதாக அமையாவிடிலும்‌, R-ன்‌ அனைத்துப்‌ 
புள்ளிகளிலும்‌ (மீட, ஏ) , (092), ர) இருக்கும்‌ என நிறுவுக. 


2 2 
11. $ %₹ ௩ என்ற சார்பு, ரூ ற ௪ பரவ என 


வரையறுக்கப்பட்டுள்ளது எனில்‌, ந, - நூ, எனக்‌ காட்டுக. 
12. £: “௩ என்ற சார்பு, 1005) - xy) , (x,y) # (0, 0) 
X dy 


0, (x, y) + (0, 0) 


என வரையறுக்கப்பட்டுள்ளது எனில்‌, ந ௪ ந, எனக்‌ காட்டுக. 
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13. fu, v, w) = uv + wv, மற்றும்‌ ம xy, Vv - six, w= 6” எனில்‌, 
சங்கிலி விதியைப்‌ பரிசோதிக்க. 


14.z=x-y’,x = ucosv, y = usinv, எனில்‌, - ட்‌ -ன்‌ மதிப்புகளைச்‌ 


சங்கிலி விதியைப்‌ பயன்படுத்திக்‌ காண்க. 

15. x=au+bv,y=cut+dv என்ற நேரிய உருமாற்றம்‌ நேர்மாற்றல்‌ உடையது 
௮ 80-0௦ 0 எனக்‌ காட்டுக. 

16. *-  - 3நு - ர ஈ 0 என்ற சமன்பாடு, ஆதியில்‌ ர - ஐ) என்ற 


தனித்தத்‌ தீர்வைப்‌ பெற்றிருக்கும்‌ எனக்‌ காண்க. மமலும்‌, ஐ'(%) காண்க. 


3.3 
17. £2 அழ! என்ற சார்பு ரே) - க ¥) 2 (0, 0), 
x Ty 


£(0, 0) = 0 என வரையறுக்கப்பட்டுள்ளது எனில்‌, (0), 1(0), 1௦0, 0), 1-(0; 0) 
காணக. 

18. 1 என்பது R'-ல்‌ அனைத்துப்புள்ளிகளிலும்‌ வகைக்கெழு ரீ ' உடைய சார்பு 
என்க. Rட-ல்‌ gx, 3, 2) - ட்‌ டத +7 என வரையறுக்கப்பட்ட சார்பு த என்க. 8 


- றத எனில்‌, ||Vh(x, 9, 2)” = 420% y, 2) Igy, 2)])” என நிறுவுக 


RRR RRRRRRRRRREE 


அத்தியாயம்‌ 8 
மிலபபக்‌ கோட்பாடு 
(The Lebesgue Theory) 


இந்த அத்தியாயத்தில்‌, லெக்‌ கோட்பாட்டின்‌ அடிப்படை கருத்துக்களான 
b 
அளவை மற்றும்‌ தொகையிடல்‌ எடுத்துரைக்கப்பட்டுள்ளன. | 100) மன்‌ ரீமன்‌ 
d 

மிதாகையம்‌ தொடக்கநிலை நுண்கணிதத்தின்‌ (Rlementary Calculus) அனைத்து 
மதவைகளையும்‌ விவரிக்கிறது. 

ரீமன்‌ கோட்பாட்டில்‌, தொகைய இடைவெளி, முடிவுள்ள எண்ணிக்கையுள்ள உள்‌ 
இடைவெளிகளாகப்‌ பிரிக்கப்படுகிறது. ஆனால்‌, லெபேக்‌ கோட்பாட்டில்‌, 
இடைவெளிகள்‌ கணங்களின்‌ பொது அமைப்பான அளக்கத்தக்க கணங்களாக 
(measurable sets) பிரிக்கப்படுகிறது. 
8.1. கணரச்‌ சார்புகள்‌ (et Functions) 

A மற்றும்‌ B என்பன இரு கணங்கள்‌. A - B = (2: XEA, X£B} என 
வரையறுக்கப்படுகிறது. 

மிவற்றுகணம்‌ 0 எனக்‌ குறிக்கப்படுகிறது. A, B என்பவை, கர ஈ 0 என 
இருக்குமானால்‌, அவைகள்‌ பொது உறுப்பற்ற கணங்கள்‌ ப ஃபறுழைக்கப்படும்‌. 
8.1. வரையறை 

94 என்பது கணங்களின்‌ குடும்பம்‌. Ae, BER > AUBER, A - BER 
எனில்‌, 8 ஒரு வளையம்‌ (1102) என்றழைக்கப்படும்‌. 

94 ஒரு வளையம்‌ எனில்‌, 
(அ ANB =A - (A - B)e% 
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oo 

(ஆ டக, (0௪ 1, 2, 3, ...) எனில்‌, ப An €9% என இருக்குமானால்‌, 94 
nn 

என்ற வளையம்‌ ௦ வளையம்‌ எனப்படும்‌. 


௦0 00 
9 என்பது ௦ வளையம்‌ எனில்‌, | கடக பூ (A, - Ap) 
n=] n=1 


0 
> (ApEn. 

n=] 
8.2. வரையறை 

விரிவாக்கப்பட்ட மெய்யெண்‌ அமைப்பில்‌, ஓ என்ற சார்பு, அனைத்து A€ ஜக்கு 
(A) என்ற எண்ணைத்‌ தருமானால்‌, ஓ ஆனது 94-ல்‌ வரையறுக்கப்பட்ட கணச்‌ 
சார்பு (set fuction) எனப்படும்‌. 

ANB = 0 எனில்‌, ஓ(AUB) = ஓ(A) + ம) என இருக்குமானால்‌, ஓ 


கூட்டத்தக்கச்‌ சார்பு (ative 1unction) எனப்படும்‌. 
௦0 ௦0 
AOA; (17) எனில்‌, ஓ( J An) = 2A) என அமையின்‌, ஆனது 
| n= 


எண்ணத்தக்க கூட்டுக்‌ கணச்சார்பு (countably additive set function) 
எனப்படும்‌. 

இங்கு, மன்‌ வீச்சு, 1௦ மற்றும்‌. -௦ அல்லது இவை இரண்டையும்‌ 
பிற்றிருக்காது... பமலும்‌, 4௦௦, -௦௦ மட்டுமம மதிப்புகளாகக்‌ கொண்ட கணச்சார்புகள்‌ 
இங்கு விலக்கப்படுகின்றன. 

ஓ கூட்டத்தக்க சார்பு எனில்‌, பின்வரும்‌ பண்புகள்‌ மிக எளிதாகப்‌ பெறப்படும்‌. 
(அ) (0) = 0 
(அ) குது 0, (127) எனில்‌, (ப... பத) உ (A) +... + (As) 

இது ௩-ல்‌ தொகுத்தறிதல்‌ முறைப்படி நிறுவப்படும்‌. 
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1-2 எனில்‌, ஓ(A(ப4). - ஓ(A1) * ஓ(Aஃ) என்பது ஓ கூட்டத்தக்கது என்பதால்‌ 
உண்மை. 
(1-1) கணங்களுக்கு, இது உண்மை எனில்‌, 
(AUAZU வக்கம்‌ - (AVAL ... வத + P(An) 
(ஏனெனில்‌, (AA ... வக்க, ௪ 0) 
= ¢(A1) + ¢(Az) +. + p(An1) + P(An) 

(இ (AVAL) + P(ANAL) - ஒக + (Az) 

p(AVAz) = [AIA - (ANAL) 

= ((A1) + ¢(A2 - (A1NA+)), வேர்க்க] + 0) 
= (Aj) + (Az) - (ANAL) 

(ஈ) அனைத்து க்கு, ஓ(A) 2 0, கடக எனில்‌, ஓ(A1) 2 0(&2) 

A, = A * (A -A,) என்பதால்‌, 

(2) [கடர (As -A)] 

= (Ay) + p(A2 -A1) > (2) 2 (40) 

எனவே, குறை மதிப்பற்ற கூட்டத்தக்க கணச்‌ சார்புகள்‌, ஒரு போக்கு சார்புகளாக 

(Monotonic Functions) அமையும்‌. 
(உ)BCA மற்றும்‌ |[ஓ(B)| <௩ *௦ எனில்‌, (A - B) = ஓ(A) - (1). 

A=BU(A-B)> ¢(A) = p(B) + ¢(A - B). 

எனவே, ஓ(A) - ஓ(B) ஈ ஓ(A - B). 
8.3. நேற்றம்‌ 

94 என்ற வளையத்தில்‌, ஓ ஒரு எண்ணத்தக்க கூட்டு கணச்சார்பு என்க. 


A,ER, (n வ்‌ 1, ன்‌ eA J 0420... ட AER மற்றும்‌ 


30 
A= J An எனில்‌, ௩௦௦ ஆக இருக்கும்‌ போது, ஓ(4,) 2 (29. 
‘n= 
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நிறுவல்‌: 
B, = Ai மற்றும்‌ 
B, = A= As (m2, 3,... ) என்க. 
12] எனில்‌, BB, = 0. 
B\U... UB, = கியே- AU (As ய ... U(A,- இடப 
=A 
மேலும்‌, A ௪ பB,. 


1] 
என£வ, (க) “600 
1== 
n 
ன்‌ ௮ p(B;) 
11 


ஸம்‌, (A) =ஒ(UB)= 260) 
11 11 


எனவே, 1 எனில்‌, ஓ(4,) ௪ (A) ஆகும்‌. 


8.2. லெம்பக்‌ அளவை (Lebesgue Measure) 
8.4, வரையறை 
R? என்பது ற-பரிமாண யூக்ளிடின்‌ வெளி. 
(அ 7-ல்‌ இடைவெளி என்பது, 453 0; (1 ஈ 1, .... ற) என அமையும்‌ 
ஏ ௪ (பே, .... 39) என்ற புள்ளிகளின்‌ கணம்‌, அல்லது மேலேக்‌ கண்ட 2 குறிகளில்‌ 
ஏதேனும்‌ ஒன்று அல்லது அதற்கு மேற்பட்டவை “ என்ற குறியினால்‌ மாற்றப்படினும்‌, 
அந்த புள்ளிகளின்‌ கணமும்‌ 1£” -ல்‌ இடைவெளிகளாகும்‌. 
குறிப்பாக, இன்மைக்‌ கணமும்‌ இடைவெளிகளில்‌ ஒரு கணமாகும்‌. 
(ஆ) A என்பது, முடிவுள்ள எண்ணிக்கையுள்ள இடைவெளிகளின்‌ சேர்ப்பு எனில்‌, 


A என்பது தொடக்க நிலை கணம்‌ (Elementary Sets) என்றழைக்கப்படும்‌. 
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நி 
(இ)! 1 ஒரு இடைவெளி எனில்‌, 11(4) - il (்‌.- a.) வரையறுக்கப்படுள்ளது. 
T- 


ஈ) A எ 1ப... பந மற்றும்‌ இந்த இடைவெளிகள்‌ ஜோடிவாரியாக பொது 
உறுப்பற்றவை (pairwise disjoint) எனில்‌, |(&} = (1)... m(L,) ----(1) 
என அமைக்க. 

3?-ன்‌ அனைத்து தொடக்கநிலை உட்கணங்களின்‌ குடும்பம்‌ € எனில்‌, € 
பின்வரும்‌ பண்புகளை நிறைவேற்றும்‌. 
(உ) € ஒரு வளையம்‌. ஆனால்‌, 6 வளையம்‌ அல்ல. 
(ஊ) €€ எனில்‌, A ஆனது முடிவுள்ள எண்ணிக்கையுள்ள பொது உறுப்பற்ற 
இடைவெளிகளின்‌ இரு வெவ்வேறான பிரித்தலைப்‌ பயன்படுத்தினாலும்‌, 
ஒவ்வொன்றும்‌ (A)-ன்‌ ஒமர மதிப்பைத்‌ தரும்‌. 
(ஊ) &€£ எனில்‌, (1)-ன்‌ படி (A) நன்கு வரையறுக்கப்பட்டுள்ளது. அதாவது, 
A ஆனது, பொது உறுப்பற்ற இடைவெளிகளின்‌ இரு வெவ்வேறான பிரித்தலைப்‌ 
பயன்படுத்தினாலும்‌, ஒவ்வொன்றும்‌ (A)-ன்‌ ஒரே மதிப்பைத்‌ தரும்‌. 
(எ) 8-ல்‌  கூட்டத்தக்கது. அதாவது, A, Bக&, AB = 0 எனில்‌, 
m(AUB) = m(A) + m(B). 

ற ஈ 1, 2, 3 எனில்‌, 1 ஆனது முறையே நீளம்‌, பரப்பு மற்றும்‌ கன அளவு 
இவைகளைக்‌ குறிக்கும்‌. 
8.5. வரையறை 

6-ல்‌ வரையறுக்கப்பட்ட, குறை மதிப்பற்ற, கூட்டத்தக்க கணச்சார்பு ஓ என்க. 

அனைத்து &€€, அனைத்து 82 0-க்கு, தFe€ என்ற மூடிய கணம்‌, (768 
என்ற திறந்த கணம்‌, ]*-&௨0 மற்றும்‌ (0) - & ௩ (A) 5 ஓ(F) 1 £என 
அமையின்‌, ஓ ஆனது ஒழுங்கான (ஜயா) சார்பு எனப்படும்‌. 
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8.6. எடுத்துக்காட்டு 
(அ 1 என்ற கூட்டத்தக்க சார்பு ஒழுங்கானது. 
A ஒரு இடைவெளி என்க. 
A ~[a,b],F -[8௩௨3,0-௨3]- [ai, bi]. 
GO == [a - €/3, b+ 8/3] = [az, b+] என்க. 
m(A)=b-a 
m(F)=b-a-2e/3 
m(G)=b-a+2e/3 
m(G)-e=b-a-e/3 
எனவ, (0) -E<b -af Mm(A) 
m(F)+te=b-a+e/zb-a 
m(F) +e 2 m(A) 
ஆகவே, (0) -€ <Mm(A) <M(F) +E 
A ஏஃதனும்‌ ஒரு தொடக்கநிலை கணம்‌ எனில்‌. (ஊன்‌ படி, & ஆனது முடிவுள்ள- 
எண்ணிக்கையுள்ள பொது உறுப்பற்ற இடைவளிகளின்‌ சேர்ப்பாகும்‌. 
0.7. வரையறை 
€-ல்‌ கூட்டத்தக்க, ஒழுங்கான, குறைமதிப்பற்ற, முடிவுள்ள சார்பு ப என்க. ECR’ 


என்க. E=-ன்‌ திறந்த தொடக்கநிலை கணங்களின்‌ எண்ணத்தக்க அடைப்பு {A}, 
oO 
EC பூ A என்க. 
n=1 
௦0 
u*(E) = inf 2 மட்ட) என வரையறுக்க. 
n= 


பர்‌?) ஆனது, புஜப்‌ பொறுத்து, £-ன்‌ புற அளவை (௦பter measure) 
எனப்படும்‌. 


அனைத்து ந-க்கு, ப*() 2 0. மேலும்‌, 1) ௨ E, எனில்‌, ப*(E1) < u*(E2). 
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8.8. தேற்றம்‌ 
(அ) அனைத்து &௪4-க்கு, பரீ(4) - (4) 
௦௦ ௦௦ 
(ஆ) = En எனில்‌, ய*(E) 2 ட்டே 
1 


பர்‌ ஆனது, புன்‌ விரிவாக்கம்‌ ஆகும்‌. (& -ல்‌ இருந்து, [3-ன்‌ அனைத்து 

உட்கணங்களின்‌ குடும்பத்திற்கு விரிவாக்கம்‌ பண்பு (ஆ)-ஆனது, ப* உள்‌ 
கூட்டத்தக்கது எனப்படும்‌. 
நிறுவல்‌: 

66, 62 0 என்க. 
(அ பூ ஒழுங்கான சார்பு என்பதால்‌, 6 என்ற திறந்த தொடக்க நிலை 
கணமானது, &௨0, ப((7) € பூ(A) * 8 என அமையும்‌. 
(AE ப() என்பதால்‌, ப*(A) உ (A) *8 
8 ஏதெனும்‌ ஒரு எண்‌ என்பதால்‌, 1*(4) 5 (4). 


ப*-ன்‌ வணயறையின்‌ படி, (கி என்ற திறந்த தொடக்கநிலை கணங்களின்‌ 


0 9 oO 
நிதாடர்வரிசை, A ௨ U An , மற்றும்‌ ப*(A) - ம! 2 யய என அமையும்‌. 
0 த நீழ 
0 0 
எனவே, 2 HAn) < *(A) +E 
1n— 


ப ஒழுங்கான சார்பு என்பதால்‌, 1* என்ற மூடிய தொடக்கநிலை . கணம்‌, ஈக 
மற்றும்‌ ஸ(?) 2 (A) - 8 என அமையும்‌. 

ந கச்சிதமானது என்பதால்‌, ஏதேனும்‌ ஒரு சக்கு, FCA... A என இருக்கும்‌. 
யு) < (A) + (As) + + (A) [ ம கூட்டத்தக்கது. க; - 0, 4௪4] 
எனவே, யA)<L(F) +e 


N 
< An) +E< W*(A) +2e 


மிமய்பெண்‌ பகுப்பியல்‌ 290 


ஆகவே, ம(&) € *(A) அ ம*(A) (4) 
(அ) 1 - பத, என்க. 
அனைத்து க்கு, [*(15,) ௩ 1௦ என்க. 
& 2 0 பகொடுக்கப்பட்டுள்ளது என்க. 
[டன்‌ திறந்த தொடக்கநிலை கணங்களின்‌ அடைப்பு (C௦verIng) {Ask}, 
(k 1,2....), 2A) < பூ 211௨ என அமையும்‌. 
00 ௦ 0௦ 
இப்பொழுது, 15 ப - || 


பரட்‌) 


1A 

I~ ** 
018 

= 

5 
த 


iA 


வ்‌ -n 
2 (u*(En)2 8) 
1]: 


1A 


00 
2. மட) 18 
n--1 
0 
எனமவ, ப*() < 2H) 
ர்‌ 


௦0 
ஏதேனும்‌ ஒரு க்கு, ப*(Eற ) : 4:௦0 எனில்‌, பர்‌(15) 2 ்‌ ப“) என்பது 
1)--- 


அற்பமானது. 
8.9. வரையறை 
(அ) க 8 என்க. 
S(A, 13) - (A - B)U(B - A) 
d(A, B) - W*(S(A, B)) என வரையறுக்க. 
ப்ப 0(&, கடி 0 எனில்‌, A, 2 A என எழுதப்படும்‌. 
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(ஆ) (Aட என்ற தொடக்கநிலை கணங்களின்‌ தொடர்வரிசை, ௫4-24 என 
அமையுமானால்‌, A ஆனது முடிவுறு ம-அளக்கத்தக்க கணம்‌. (118/1 ப- 
measurable set) என்றழைக்கப்படும்‌. இது, Aக./4;:(ப) என எழுதப்படும்‌. 
(இ) A என்பது எண்ணத்தக்க, முடிவுறு ப-அளக்கத்தக்க கணங்களின்‌ சர்ப்பாக 
அமையும்‌ எனில்‌, & ஆனது ப-அளக்கத்தக்கது (-10688பரக016) எனப்படும்‌. 
இது, &€.46(ய) என எழுதப்படும்‌. 
குறிப்பு 
(A, 13) ஆனது ப, 13-ன்‌ சமச்சீர்‌ வேறுபாடு (5ymmetric difference) 

ஆகும்‌. 0((A, 13) ஆனது தூர சார்பாக அமையும்‌. 
8.10. 5(&, B)-ன்‌ பண்புகள்‌ 
(அ) S(A,B) = S(B, A) 

S(A., B) -= (A - B)U(B - A) = (B - A)U(A - B) = S(B, A) 
(ஆ) 5(A, A) =: 0 
(இற  S(A, B)c S(A, C) WU S(C, B) 

S(A.B)- (A - B)U(B - A) 

xeA-B > xeA மற்றும்‌ x ¢B 

> xeA -C அலலது XEC -B 
> xe(A- C)U(C - B) 

> A - Bc(A - C)U(C - B) 
இதைப்போல்‌, 13 - AC(13 - C)U(C - A) 
எனவே, 5(&,13) < SA, C) VU S(C, B) 
(rr) S(Aj LA», BjUIBZ) 


S(AiNAL, BiB) பன (Aj, B,) U (A>, B») 
(4) ke Ab, B! ™ [$2) 
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நிறுவல்‌: 
S(AjUAz, 3) 01) - [(கயக்‌த - (BV Bz)]V[I(BIV BY) - (கய) 
xe (யக) - (3013) DxeEA UA, மற்றும்‌ x¢ BiB; 
௮ (%6 8, அல்லது %€ A) மற்றும்‌ (613; மற்றும்‌ ௬2;) 
௯ (XA மற்றும்‌ ௬£,) அல்லது (எட மற்றும்‌ ௬௨132) 
அ 36 (40-13) அல்லது ௧ A-B> 
> xe(Aj- B)U(A,- 132) 
எனவே, (யக) - (BiB) < (Aj - B1)U(As - Bz) 
இதைப்போல்‌, (13135) - (கிய) C (Bi - A U(Bs - Az) 
எனவ, 5(AUA>, BiUBz) < S(Aj, Bi) ய S(AL>, Bz) 


அடுத்ததாக, 

(க, நோ = [கய டய] 
= S(AjUA;>, நட்பு) 
Cc S(Ar,Bi)U S(Az, Bz) 
= S(Ai, Bi) V S(Az,-Bz) 

இறுதியாக, 


A; - A> > AOA 
௮ S(A, - A», Bj - Bs) = S(AiNAs , Bi B+) 
ட S(Ai, Bi) VU (க, Bz) 
= (சிப, Bi) VU S(ALz, Bz) 
8.11. (A, B)-ன்‌ பண்புகள்‌ 
மேலேக்‌ கண்ட 5(A,13)-ன்‌ பண்புகளில்‌ ப* காண, 
(1)  d(A,B) = d(B,A) 
(1) (க.க) 0 
(11) d(A, B) < d(A, C) + d(C, B) 
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(iv) (இயக, BiB) 
A(AiNAs, BiB») < d(Aj, Br) + d(As, 182) 
d(Aj - Az, Bi - Bz) 

4 என்பது ஒரு யாப்பு என்பதற்கான பண்புகளில்‌ 0(4,8) -0 ஒ 4 - 1 
என்பதைத்‌ தவிர, அனைத்தையும்‌ நிறைஃவற்றுகிறது. 
(\) பர்‌(0 மற்றும்‌ பூர்‌(13) இவைகளில்‌ குறைந்தது ஒன்று முடிவுள்ளது எனில்‌, 
ய்‌) - u*(B) 2 A(A, B) 
நிறுவல்‌: 

0 < u*(B) < *(A) என்க. 
d(A, B)<d(A, C) 1 d(C, B) > d(A, 0) < d(A, B) + A(B, 0) 
= L*(S(A, 0)) < A(A, B) யார்டு, 0)) 
—> u*(A) <d(A, 13) பர) 
ப*(3) முடிவுள்ளது என்பதால்‌, |ப*(A) - பர்‌) < (A, B) 
8.12. மதற்றம்‌ 

(ய) ஒரு ௦ வளையம்‌. மேலும்‌, 4()-ல்‌ மூ எண்ணத்தக்க கூட்டத்தக்க 
சார்பாகும்‌. 
நிறுவல்‌: 

& Miu). Be அடிய என்க. 
> AUBe 0ம்‌ மற்றும்‌ A - Be M(H) 
மலும்‌. A, Be Miu) > A.B என்பன முடிவுறு ம - அளக்கத்தக்கது. 
ஆ (க. (03) என்ற தொடர்வரிசைகள்‌, A,€€, B,€€, ௮௨௦ எனில்‌, புக, 
1,1 என அமையும்‌. 
மேலும்‌, (AU, AUB) 2 (க A) + 66, B) 
௯௦ எனில்‌, (8) ௯ AUB. 
எனவே, AUB, Mu). 
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இதைப்போலவே, 

(ஆடி, ANB) < d(A,, A) + d(B,. B) 
௯௦ எனில்‌, A,B, ௯ ANB. 

மலும்‌, A, - B, > A - 13.” A- Be Mr(). 
ஆகையால்‌, /4(:(ப) ஒரு வளையம்‌ ஆகும்‌. 

0(&, B)-ன்‌ பண்பு ()-ன்‌ படி, 

lu*(A,) -ம*(4) ₹ A(A,., A) > 0, ல எனில்‌) 
எனவ, ஸப*(A,) மூ) , மேலும்‌, ப*(A) < ௦௦ 
அடுத்து, ஸ£(AபB) - பூ*4(A) * ப*(B) என நிறுவலாம்‌. 
தேற்றம்‌ 8.8-ன்‌ படி, கடி பரக) ஈ ப*(A). 
அடுத்ததாக, 


(As) ய்‌ (1?) த (ALU Bh) | (AaB) 
A,, Bn, AUB, , AGB, உ 6 என்பதால்‌, 


பூக + (Bn) - L(A Bn) + (As Bh) 
122 எனில்‌, ப*(A) * ப*(B) = ப*(AUB) + u*(ANB) 
AB = 0 எனில்‌, ப*(AMNB) - 0. 
ஆகவே, ப*(A) 4 ப*(B) - u*(AUB) 
இது, ப* ஆனது /4:()-ல்‌ கூட்டத்தக்கது, என்பதைத்‌ தரும்‌. 
அடுத்ததாக, ௪.4 (ப) எனில்‌, ௨ /4:([1) என நிறுவுவோம்‌. 
Ae M(u) என்க. 
(௮ கஜ, /இ:()-ன்‌ பொது உறுப்பற்ற கணங்களின்‌ எண்ணத்தக்க சேர்ப்பு ஆக 
அமைக்கலாம்‌ என நிறுவுவோம்‌. 
A ருயூகிட்‌, AEM) என்க. 
AFA; 
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ர (Ai UA) - Aj 
ட, UA UA) - ஸ்‌ ட J 


ட UU... UA . thn ஸ்‌. எ டம்‌ (2, 34... எனில்‌, 


ACh Ap 


n=1 


மேலும்‌, அனைத்து A களும்‌ பொது உறுப்பற்றவை. _ 


ஆ) ப*(A)" க்‌ பர்(கீட) என நிறுவுவோம்‌. 


£தற்றம்‌ 8.8 (ஆ-ன்‌ படி, (2) 4 (An) ட. (2) 


A> அய... ப.ஆ அகும்‌. 

M(ம)-ல்‌ A கூட்டத்தகக்து, கடி பொது உறுப்பற்றவை என்பதால்‌, 

பற பப. வடி. AD 1 ச டக 

உல எனில்‌, (405 244) பு கர்ப மழ ங்ஞ(3) 


(2), ல்‌ இரந்த *(A)- 3 0) 


(இ)... பூர்‌(4) முடிவுள்ளது என்க. B, = AU... UA, என்க. 
B, — A என நிறுவுவோம்‌. 
d(Bns A) பர்‌, A) 
பரம. - க்‌ சப்ப 


= u*[0U ப A. | 
NTA IN 


| பு A, - > ய) ரணி 
மரற 1291: 


(4)-ல்‌ இருந்து, *() - 2 டும்‌ 


பமெய்யெண்‌ பகுப்பியல்‌ 296 


oO 
எனவே, 5 ப*£(A.) 0 
1 - nl 


॥௯ ௯ எனில்‌, 0(8,, A) - 0. ஆகவே, B, ௯ A. 
Bie 460 என்பதால்‌, A (ஸூ). 
ஆகையால்‌, A 4(ஸூ), ப*(A) <௩ -*௦ எனில்‌, eM) 3 (5) 
(ஈ) /(ப)-ல்‌ ப* எண்ணத்தக்க கூட்டுச்‌ சார்பு என நிறுவுவோம்‌. 
0 9, 
A 5 An , (A என்பது (ஸ)-ல்‌ பொது உறுப்பற்ற கணங்களின்‌ 
Re 

மிதாடர்வரிசை. 

அனைத்து க்கு, ப*(&) ௩ 1௦ என்க, 
பின்‌, An€ 44) ((5)-ல்‌ இருந்து! 

oO 
(4)-ல இருந்து, 11*(A) - 2 (An) 
n= 
A 
ஏதேனும்‌ ஒரு ஈக்கு, ப*(4A) -- 4௦௦ எனில்‌, அத்து 
n= 
ஜே 
இப்பொழுது, &ஈ பூ A244 
n=] 
எனவே, ஸபூ*(A) 2 ப*(Aட) ஈ ௦ ௮ ப*(A) = ௦௦. 
00 
= L(A) - பட்டய 
11 


பூ ஆனது ()-ல்‌ எண்ணத்தக்க கூட்டுச்‌ சார்பாக அமையும்‌. 


(௨) (ப) ஆனது ௦ வளையம்‌ என நிறுவுவோம்‌. 
0 8 
(1) A, A, ... க M(uூ) எனில்‌, ற e M(t) 
| இல்‌ 


(1) இக M(W) எனில்‌, A - Bக (ப) என நிறுவ வேண்டும்‌. 
அதற்கு (முதலாவதாக, ௪ (பூ) என்க. (௪ 1, 2, ...) 


ன்ட்‌ “டிலபேக்‌ கோட்பாடு 
பின்‌, கடி 0 ஜ்‌ ந்தம்‌ nkE Me(H), Kk ~ 


பூ. கர உப்‌ cd Ae னய) 
ES 
அடுத்ததாக A, Bக ல எனில்‌, 


A ay ல்‌ > பட அ Bh > An; Bie (மு. 
1-7 த்‌ 


10 9) 
இப்பொழுது, ஆ - கற ( புந 
1] 


டடம 

2 இர mg ்‌ ட்ட. .9)ஐ௮2.& 3 € தம. 
மலும்‌, ப*(AANB) 5 பட்(கட) < hoo ( ஏனெனில்‌, 4,641]. 
> ABE (ம. 
எனவே, A, - Bக Mr(L) 
A-B பு பசிய £...1((மூ. 
ஆகையால்‌, 44(ய ஒரு 6 வளையம்‌ 
மதற்றத்தின்‌ நிறுவல்‌ நிறைவடைகிறது. 
குறிப்பு 

AeM(u) எனில்‌, u*(A)->  (A)-அல்‌ மாற்றியமைக்க, €-ல்‌ 
வரையறுக்கப்பட்ட மூ ஆனது. ()' என்ற ௦ வளையத்தில்‌, எண்ணத்தக்க கூட்டு 
கணச்சார்பாக விரிவாக்கம்‌ செய்யப்படும்‌. 

இந்த விரிவாக்கப்பட்ட கணச்சார்பு அளவை (measure) என்றழைக்கப்படும்‌. 

பூ 11 என்ற தனி வகை, 15”-ல்‌ மெலபேக்‌ அளவை (Lebesgue measure) 


எனப்படும்‌. 
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குறிப்பு 
(அ) A ஒரு திறந்த கணம்‌ என்க. 

R”-ல்‌ அனைத்து திறந்த கணமும்‌, எண்ணத்தக்க திறந்த இடைவெளிகளின்‌ 
குழுமத்தின்‌ சேர்ப்புக்‌ கணம்‌ என்பதால்‌, A €.4((ஸ. 

நிரப்பிகள்‌ காண, (ஸ).-ன்‌ ஒவ்வொரு மூடிய கணமும்‌, 4(ய)-ன்‌ உறுப்பாக 
அமையும்‌. 
(அ) Ae M(ப), 620 எனில்‌, F மற்றும்‌ 0 என்ற திறந்த கணங்கள்‌ [௧0 
என அமையும்‌. 
F மூடிய கணம்‌ மற்றும்‌ 6 திறந்த கணம்‌. மேலும்‌, (6 - A) <௧, L(A- F)<e 
(இ) 7: ஆனது திறந்த கணங்களில்‌, எண்ணத்தக்க பெசய்லிகளைச்‌ செயல்படுத்தும்‌ 
பாது கிடைக்கும்‌ கணம்‌ எனில்‌, E போரல்‌ கணம்‌ (Borel! set) எனப்படும்‌. 
ஓவ்வொரு செயலியும்‌, சேர்ப்பு, வெட்டு அல்லது நிரப்பி இவைகளாக அமையும்‌. 

8-ல்‌ அனைத்து போரல்‌ கணங்களின்‌ கூட்டம்‌ 2 ஆனது ௦ வளையம்‌ ஆகும்‌. 

இது அனைத்து திறந்த கணங்களையும்‌ உள்ளடக்கிய மிகச்‌ சிறிய 6௪ வளையம்‌ 
ஆகும்‌. 

(ஐ)-ன்‌ படி, 164 எனில்‌, தக. M(u). 
ஈ) கடிய) எனில்‌, F மற்றும்‌ 6 என்ற போரல்‌ கணங்கள்‌, FCA என 
அமையும்‌. ப(0- A) * (க - F) “= 0 என இருக்கும்‌. 

இது, (அ)-ல்‌ 8 - 1/॥ மற்றும்‌ 1௯ என செயல்படுத்தக்‌ கிடைக்கும்‌. 

A ஈ FU(A - F) என்பதால்‌, அனைத்து A /(ப)-ம்‌ போரல்‌ கணம்‌ மற்றும்‌ 


அளவை பூஜ்ஜியம்‌ உடைய கணம்‌ இவைகளின்‌ சேர்ப்புக்‌ கணம்‌ ஆகும்‌. 
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அனைத்து மூக்கு, போொரல்‌ கணங்கள்‌ ப. அளக்கத்தக்கது. ஆனால்‌, அளவை 
பூஜ்ஜியம்‌ உடைய கணங்கள்‌ (அதாவது, ப*(E) - 0 என அமையும்‌ 1£ என்ற 
கணங்கள்‌), முன்‌ வெவ்வேறு மதிப்புகளுக்கு வெவ்வேறாக அமையலாம்‌. 

(உ) அனைத்து மக்கு, அளவை பூஜ்ஜியம்‌ உடைய கணங்கள்‌, 6 வளையம்‌ ஆகும்‌. 
(ஊ) மெபேக்‌ அளவையில்‌, ஒவ்வொரு எண்ணத்தக்க கணமும்‌, அளவை பூஜ்ஜியம்‌ 
உடையதாக அமையும்‌. ஆனால்‌, அளவை பூஜ்ஜியம்‌ உடைய எண்ணிட முடியாத 
கணங்களும்‌ உள்ளன. 

(இதற்கு உதாரணமக, காண்டார்‌ கணங்கள்‌ உள்ளன. 
முதல்‌ அத்தியாயத்தில்‌ உள்ள காண்டார்‌ குறியீடுகளின்‌ படி, (7) - (2/3), 
(௪1.2...) 

P= NE, அனைத்து 0-க்கு 12, எனில்‌, (P) -0 ஆக அமையும்‌. 
8.3. அளவை வெளிகள்‌ (ME€asurEe Spaces) 
6.13. வரையறை 

X ஒரு கணம்‌ என்க. (26 ஆனது, யூக்ளீடின்‌ வெளியின்‌ உட்கணம்‌ அல்லது 
யாப்பு வெளியின்‌ உட்கணம்‌ ஆக அமையத்‌ தேவையில்லை) 

X-ன்‌ உட்கணங்களைக்‌ கொண்ட .44 என்ற 6 வளையம்‌ மற்றும்‌ 44 -ல்‌ 
வரையறுக்கப்பட்ட குறைமதிப்பற்ற எண்ணத்தக்க கூட்டு கணச்சார்பு ஸூ (countably 
additive set function). இவைகள்‌ இருக்குமானால்‌, % ஒரு அளவை வெளி 
(Measure Space) எனப்படும்‌. 

M-ன்‌ உறுப்புகள்‌ அளக்கத்தக்க கணங்கள்‌. என்றும்‌, ॥ ஆனது ஒரு அளவை 
(measure) எனவும்‌ அழைக்கப்படும்‌. 

கூடுதலாக, க. எனில்‌, X ஒரு அளக்கத்தக்க வெளி (Measurable 


5றace) எனப்படும்‌. 
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எடுத்துக்காட்டாக, % - R? எனில்‌, 44 ஆனது ]5”-ன்‌ லெஃபக்‌ அளக்கத்தக்க 
உட்கணங்களின்‌ கூட்டம்‌ ஆகவும்‌, ப ஆனது நிலபேக்‌ அளவையாகவும்‌ அமையும்‌. 
அல்லது, அனைத்து முழு எண்களின்‌ கணம்‌ & எனில்‌, / ஆனது, &ன்‌ 
அனைத்து உட்கணங்களின்‌ கூட்டமாகவும்‌, ப(1$) ஆனது ஆ-ன்‌ உறுப்புகளின்‌ 
என்ணிக்கையாகவும்‌ அமையும்‌. 

மற்றொரு எடுத்துக்காட்டாக, நிகழ்தகவு வெளியில்‌, நிகழ்ச்சிகள்‌ (event5) 
கணங்களாகவும்‌, நிகழ்ச்சிகள்‌ நிகழ்வதற்கான நிகழ்தகவு, என்ணத்தக்கக்‌ கூட்டு கணச்‌ 
சார்பாகவும்‌ அமையும்‌. 

பின்வரும்‌ அத்தியாயங்களில்‌, அளக்கத்தக்க டுவளிகள்‌ எடுத்துக்‌ 
மிகாள்ளப்படுகின்றன. 

? என்ற பண்பைப்‌ பெற்ற, அனைத்து உறுப்புகள்‌ %-ன்‌ கணம்‌, (2012) எனக்‌ 
குறியிடப்படும்‌. 
8.4. அளக்கத்தக்க சார்புகள்‌ (Measurable Functions) 
8.14. வரையறை 

% என்ற அளக்கத்தக்க (வெளியில்‌ வரையறுக்கப்பட்ட, விரிவாக்கப்பட்ட 
மெய்யெண்‌ அமைப்பில்‌ மதிப்புகள்‌ உடைய சார்பு 1 என்க. 

அனைத்து மெய்‌ கக்கு, (%: 180) 2 8) என்ற கணம்‌ அளக்கத்தக்கக்‌ கணமாக 
அமையின்‌, 1 அளக்கத்தக்கச்‌ சார்பு எனப்படும்‌. 
8.15. எடுத்துக்காட்டு 

% - 18, = (ய) வரையறை 8.9) எனில்‌, அனைத்து தொடர்ச்சியான 
சார்பு 1-ம்‌ அளக்கத்தக்கது. 

{x :f(x)>a} = 2100) 6€(8,௮)) 

= {x:xef’'(a,oo)} = f(a, 0) 
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£ தொடர்ச்சியானது என்பதால்‌, (4, ௦௦)-ன்‌ நேர்மாற்று பிம்பம்‌ 1 (a, ௦)-யும்‌ திறந்த 
கணமாக அமையும்‌. அதாவது, {% : 1%) > 8) € (ம). 
8.16. நேற்றம்‌ 
பின்வரும்‌ நான்கு கட்டுப்பாடுகள்‌ ஒவ்வொன்றும்‌ மற்ற மூன்றைத்‌ தரும்‌. 
(அ) அனைத்து மெய்‌ ௮-க்கு, 1: 1(%) ௪ ௮; அளக்கத்தக்கது. 
(ஆ) அனைத்து மெம்‌ ௨-க்கு, ( : 1%) 2 ௮; அளக்கத்தக்கது. 
(இ) அனைத்து மெய்‌ 8-க்கு, {% : 18) £ 8] அளக்கத்தக்கது. 
(ஈ) அனைத்து மெய்‌ 8-க்கு, {% : 1(%) 5 ௮] அளக்கத்தக்கது. 


(அ) (இ) 
அனைத்து மெய்‌ 8-க்கு, {% : £(%) > ௮ அளக்கத்தக்கது எனக. 


{x :f(x)2za} - 0 10) > ௮ - 1/1] அளக்கத்தக்கது. 
(ஆ) அ (இ) 
அனைத்து மெய்‌ 8-க்கு, {% : 100) 28) அளக்கத்தக்கது. என்க. 
0:10) 482/௪ %- {x: f(x) 2 a} அளக்கத்தக்கது. 
(இ) = (ஈ) 
அனைத்து மெய்‌ க-க்கு, (% : 102) ௩ ௮] அளக்கத்தக்கது என்க. 


[9 ஓ] 
{x:f(x)<al= (\ {x: f(x) <a+ 1/1] அளக்கத்தக்கது. 
n=] 


[ஈ) (௮) 
(0: 100) 2 வி. அளக்கத்தக்கது எனில்‌, அதன்‌ நிரப்பி & - (8: 1%) 5 ௮$- யும்‌ 


அளக்கத்தக்கது. அதாவது, {% : 1(%) 2 8) அளக்கத்தக்கது. 
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8.17. எடுத்துக்காட்டுகள்‌ 
(அ) ர அளக்கத்தக்கது எனில்‌, ஒவ்வொரு விரிவாக்கப்பட்ட மெய்யெண்‌ 8-க்கு 
{xX : 1) -8)-யும்‌ அளக்கத்தக்கது. 
நிறுவல்‌: 
௨ முடிவுள்ளது எனில்‌, 
(x: f(x) =a} = {x: f(x) 2a} 0 {x : f(x) 2 a} என்பது அளக்கத்தக்கது. 


8-௦ எனில்‌, 
0 
{x : f(x) oo} = பூரு 120) > 1) என்பது அளக்கத்தக்கது. 
n= 


இதைப்‌ போலவே, ௮ ௪ -௦௦ எனில்‌, {% : £(%) ௦௦ -ம்‌ அளக்கத்தக்கது. 


(அ) மாறிலி சார்புகள்‌ அளக்கத்தக்கன 
நிறுவல்‌: 

£ மாறிலி சார்பு எனில்‌, 8-ஐப்‌ பொறுத்து, { : 126) 2 ௮] ஆனது, மெய்க்கோடு 
அல்லது வெற்று கணமாக அமையும்‌. 
8.18. தேற்றம்‌ 

௦ என்பது ஏதேனுமொரு மெய்யெண்‌ & என்ற அளக்கத்தக்க வெளியில்‌, 
வரையறுக்கபட்ட, மெய்‌ மதிப்புடைய அளக்கத்தக்க சார்புகள்‌ 1, த எனில்‌, 1 * ௦, 1, 
f+ ஐ, £- ஐ மற்றும்‌ 12 என்பனவும்‌ அளக்கத்தக்கன. 
நிறுவல்‌: 

(அ) அனைத்து கக்கு, {ஏ : (ப) *c>a} = {x: f(x)>a-c} ஒரு 
அளக்கத்தக்கக்‌ கணம்‌. 
எனவே, 1 * 6 அளக்கத்தக்கது. 


(அ) 6-0 எனில்‌, ௦4 அளக்கத்தக்கது. 
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020 எனில்‌, (%: 040928) = {x: f(x)> ca} அளக்கத்தகக்து. 
இதைப்போலவே, 6 ₹0 எனில்‌, {% : எ1(%) 2 ௮ அளக்கத்தக்கது. 
எனவே, 1 அளக்கத்தக்கது. 

(இ) A {ஏ%:1()+ஜ()2௮} என்க. 
12) > ௮ - ஐ) எனில்‌, A. 
அதாவது, 1; என்ற விகிதமுறு எண்‌, £(%) 2 2 ௮ - ஐ) என இருக்கும்‌. 
{£1 ௪ 1, 2, ...} என்பது, விகிதமுறு எண்களின்‌ கணம்‌ ன்‌ கணக்கெடுப்பு 
(enumeration) ஆகும்‌. 
ஆனால்‌, த) ௮-1;. அ XE{ x: 1(x)> 1} 0 {x: g(X)>a- ri} 
எனவ, ACB Um f(x) > பத்‌ (\ {x: g(x) > 8- 1.7, ஒரு அளக்கத்தக்கக்‌ 
கணம்‌. 
5 B என்பதால்‌, A - B. எனவே, 1 ஐ அளக்கத்தக்கது. 

(ஈ) ர - 2௪ ர * (ஐ) அளக்கத்தக்கது. 
(ES ஐ- (£-ஜ)ஃ 

4 

அளக்கத்தக்கது என நிறுவினால்‌ போதுமானது. 


(உ) fg = என்பதால்‌, 1 அளக்கத்தக்கது எனில்‌, 1 
௨௨0 எனில்‌, (%: £”(%) ௮] = R' அளக்கத்தக்கது. 
8௨50 எனில்‌, (%: £2(%) > al = {x: fx) > Va} {x : f(x) < -Va} 
அளக்கத்தக்கது. 
9.19. கிளைத்தேற்றம்‌ 
ீ ௫ ௦ மற்றும்‌ ஐ ௪ -௦௦-ல்‌ ரீ* ஐ வரையறுக்கப்படாதப்‌ புள்ளிகளைத்‌ தவிர, 
மமலக்‌ கண்டவை, விரிவாக்கப்பட்ட மெய்‌ மதிப்புடைய: அளக்கத்தக்க சார்புகளுக்குப்‌ 


பொருந்தும்‌. 
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நிறுவல்‌: 

(xf) +g) >a} = U 0921) 0 (xg) >a-5}U 

(4X: I(x) = oo } — {x: g(x) = ~o0}) ப 
- (fx g() =a} - (௨100--௯)) 

அளக்கத்தக்கக்‌ கணம்‌. எனவே, £4 ஐ -ம்‌ அளக்கத்தக்கது. 

இதைப்போலமவ, £ - 2-ம்‌ அளக்கத்தக்கது என நிறுவலாம்‌. 
8.20. மற்றம்‌ 

[ அளக்கத்தகக்து எனில்‌, | £|-ம்‌ அளக்கத்தக்கது 
நிறுவல்‌: 

[ அளக்கத்தக்கச்‌ சார்பு எனில்‌, அனைத்து 8-க்கு, (%: 8(%) > ஐ, 
(%:1 பி <௮} அளக்கத்தக்கக்‌ கணங்கள்‌. 
அனைத்து 8-க்கு 
x: (11) <a} = {x:|f(x)|<a}= {x:-a<f(x)<a} 
= {x:1(xX)>-alnix: f(x) <a} 
| அளக்கத்தக்கச்‌ சார்பு என்பதால்‌, (% : 8 ()  - ௮}, {ஏ : £ (%) ௩ ௮} என்பதும்‌ 
அளக்கத்தக்கக்‌ கணங்கள்‌. இவைகளின்‌ வெட்டுக்கணம்‌ அளக்கத்தக்கது. எனவே, | ர 
அளக்கத்தக்கச்‌ சார்பு. 
8.21. நேற்றும்‌ 

(பீ என்பது அளக்கத்தக்கச்‌ சார்புகளின்‌ தொடர்வரிசை. %€26-க்கு, 
2(x) = sup £,(x), (n= 1,2, ... ), h(x) = சப்ரி 90 1(%) எனில்‌, ஐ மற்றும்‌ h 
என்பன அளக்கத்தக்கச்‌ சார்புகள்‌. 
நிறுவல்‌: 


(அ) அனைத்து ௪ 1,2,..., க்கு ரீ, அளக்கத்தக்கச்‌ சார்புகள்‌. 
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எனவ, (% : 1%) > ௮} அளக்கத்தக்கக்‌ கணம்‌, 
oO 
{x:g(x)>a} = ப 02 1% 00): ௮} ஒரு அளக்கத்தக்கக்‌ கணம்‌, 
EE] 


”. £(X) அளக்கத்தக்கது. 
(அ) 1£ீ 14%) * - பற (-1,(%)) என்பதால்‌, 101 1%) அளக்கத்தக்கச்‌ சார்பு. 


n(x) = Sup 1, (%) , அனைத்து ௪ 1,2, ..., “க்கு, (அ-ன்‌ படி, ந(3) 
1] 2 110 


அளக்கத்தக்கச்‌ சார்பு. ௩(%) - ர்‌ ஐு(%)-ம்‌ அளக்கத்தக்கது. 

இதைப்போலவே, ப்பு 1171 £,()-ம்‌ அளக்கத்தக்கச்‌ சார்பு. 
8.22. கிளைத்தேற்றம்‌ 

(அ) ரீ) ஐ என்பன அளக்கத்தக்கச்‌ சார்புகள்‌ எனில்‌, றல (1, ஐ) மற்றும்‌ 
111110(1, 2) என்பனவும்‌ அளக்கத்தக்கச்‌ சார்புகள்‌. 

[- max (f, 0), f= -min (10) எனில்‌, f மற்றும்‌ 1 என்பனவும்‌ 
அளக்கத்தக்கன. 
(ஆ) அளக்கத்தக்கச்‌ சார்புகளின்‌ ஒருங்கும்‌ தொடர்வரிசையின்‌ எல்லை 
அளக்கத்தக்கச்‌ சார்பு. 

இவைகள்‌ மதற்றம்‌ 8.21-ல்‌ இருந்து நேரடியாகப்‌ பெறப்படும்‌. 
6.23. தேற்றம்‌ 

1, ஐ என்பன்‌ ல்‌ வரையறுக்கப்பட்ட மெய்‌ மதிப்புடைய அளக்கத்தக்கச்‌ 
சார்புகள்‌ என்க. ௪ என்பது R௫-ல்‌ மெய்‌ மற்றும்‌ தொடர்ச்சியான சார்பு. 
h(x) = F(f(x), g(x)) , X€X) எனில்‌, 1 அளக்கத்தக்கச்‌ சார்பு. 

குறிப்பாக, £ 4- ஐ மற்றும்‌ [௨ அளக்கத்தக்கச்‌ சார்புகள்‌. 
நிறுவல்‌: 


G4 { (u,v): F(u, v) > a} என்க. 
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அனைத்து &-க்கு, (ப, ௦) ஆனது Rூ-ல்‌ திறந்த கணம்‌. ஈ தொடர்ச்சியான சார்பு 
என்பதால்‌, 1” (8, ௦)-ம்‌ 15“-ல்‌ திறந்த கணம்‌. 
அதாவது, 15“-ல்‌ Gே ஒரு திறந்த உட்கணம்‌. 
ஆகவ, ௮௪ ப lh 
n=] 
1, என்பது, 1, “ {(U, V) : a <u < bh, Cn < V < dh} 
என்ற திறந்த இடைவெளிகளின்‌ தொடர்வரிசை. 
{x: ap < f(x) < bn} = (x: f(x) > க) (ரப < ba} என்பதால்‌, 

(%: 8 <௩ 1() ba} ஒரு அளக்கத்தக்கக்‌ கணம்‌. 
எனவே, 4%: (100), த) € In} * {X: an < f(x) < ba} M {X: Cn < தழ < dh} 
என்பதும்‌ அளக்கத்தக்கக்‌ கணம்‌. 
(2092 லு. = fx: F(R), 80) > a) 

- ix: (1(x), 209) “பப 

- பூ 000209) எட) 


(2 (100), ஓட)! என்பது அளக்கத்தக்கக்‌ கணம்‌ என்பதால்‌, 1: 1(%) > 8) 


அளக்கத்தக்கது.. எனவே, ॥(%) அளக்கத்தக்கச்‌ சார்பு. 


8.5. எளிய சார்புகள்‌ (Simple Functions) 
8.24. வரையறை 
5 என்பது &-ல்‌ வரையறுக்கப்பட்ட மெய்‌ மதிப்புடையச்‌ சார்பு. 8-ன்‌ வீச்சு 
முடிவுள்ளது எனில்‌, $ ஒரு எளிய சார்பு எனப்படும்‌. 
FECX எனில்‌, K(x) -[ 1, (xeE) 
| 0. (x¢E) 
என்பது, £-ன்‌ சிறப்பியல்பு சார்பு (Characteristic Function) எனப்படும்‌. 


$-ன்‌ வீச்சு, 0, ... நே என்ற பெவ்வேறான எண்களைப்‌ பெற்றிருக்கிறது என்க. 


307 நிலபேக்‌ கோட்பாடு 


1] 
_ (2800 00 (1-1, ...,} எனில்‌, 8- அடர 


அதாவது, ஓவ்வொரு எளிய சார்பும்‌ சிறப்பியல்பு சார்புகளின்‌ முடிவுள்ள மநரியல்‌ 
மசர்க்கையாகும்‌. 

மலும்‌ 5 அளக்கத்தக்கச்‌ சார்பு ௯ ஆப, ..., 13%. என்பனவும்‌ அளக்கத்தக்கக்‌ 
கணங்களாக அமைதலாகும்‌. 
8.25. தேற்றம்‌ 

[' என்பது ௭ல்‌ மெய்‌ சார்பு. {5% என்ற எளிய சார்புகளின்‌ தொடர்வரிசை, 
1-5 எனில்‌, அனைத்து %53-க்கு யு ௯ 100) என இருக்கும்‌ 1 
அளக்கத்தக்கச்‌ சார்பு எனில்‌, {5௩ ஆனது அளக்கத்தக்கச்‌ சார்புகளின்‌ 
மிதாடர்வரிசையாகத்‌ தேர்ந்தெடுக்கலாம்‌. 1 2 0 எனில்‌, (87 ஒரு போகு ஏறும்‌ 
சார்புகளின்‌ தொடர்வரிசையாகத்‌ தேர்ந்தெடுக்கப்படும்‌. 
நிறுவல்‌: 

(அ) [20 என்க. 
En {X: sfx) <n ௩ மற்றும்‌ 


[ட ரெ 21) என வரையறுக்க. 
ர ப வா 4 ணப) 
121 1. 
Sn 2 > க 4 ப எனில்‌, ததை 00 00 (6) 
॥௯ ௦ ஆகும்‌ போது, (80) ௯ £(%). 
மிபாதுவான வகையில்‌, ['- 1 - 1 என்க. தது 1 20. 
பீடர்‌ மற்றும்‌ (8)) என்ற எளிய சார்புகளின்‌ தொடர்வரிசை, 
அனைத்து X௧ %-க்கு, [51000 2 f+ (x) மற்றும்‌ £5, (4) 1 (00) எனக்‌ 


காணலாம்‌. 
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எனவே, {5 - 93%) 2100-1 009-109) 
13% மற்றும்‌ ௪, அளக்கத்தக்கக்‌ கணங்கள்‌ என்பதால்‌, 8) அளக்கத்தக்கது. 
குறிப்பு: 
£ வரம்புடையது எனில்‌, (6)-ல்‌ கொடுக்கப்பட்ட, (5%) ஆனது 1-க்குச்‌ சீராக 
ஒருங்கும்‌. 
8.6. தொகையிடல்‌ (Integration) 
HM என்பது அளக்கத்தக்கக்‌ கணங்களின்‌ ௦ வளையம்‌. |. ஆனது அளவை. 4 
என்ற அளக்கத்தக்க வெளியில்‌, தொகையிடலை வரையறுப்போம்‌. 
6.26. வரையறை 
n 
s(x)= >, CK 00), (௧%, ௦; 2 0) என்பது அளக்கத்தக்கது எனக. 
i=-] 1] 
FEeM என்க. 
n 
(6) = 2 011 NE) என வரையறுக்க. 
1 குறை மதிப்பற்றது. இது, அளக்கத்தக்கது எனில்‌, 118 ௪ பற 1£(5) --- (7) 
ம்‌ 
இங்கு 5பற (மேன்மம்‌) ஆனது, 0 ௩ 5 ௩ ர என அமையும்‌ அனைத்து அளக்கத்தக்க 
எளிய சார்புகள்‌ 5-ன்‌ மேல்‌ எடுக்கப்படும்‌. 


(7)-ன்‌ [ரீம ஆனது, ௧ என்ற கணத்தின்‌ மேல்‌, அளவை பூ-ஐப்‌ பொறுத்து, 
F 


[“ன்‌ வெபேக்‌ தொகையம்‌ என்றழைக்கப்படும்‌. இந்த தொகையம்‌, 4 ௦௦ மதிப்பையும்‌ 


மிபறும்‌. 
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குறிப்பு: 

அனைத்து குறைமதிப்பற்ற எளிய அளக்கத்தக்கச்‌ சார்பு 5-க்கு, த du = I£(S) 
ஆக இருக்கும்‌. 
8.27. வரையறை 

£ அளக்கத்தக்கச்‌ சார்பு என்க. ஈட (80), ஈ- ௱in(, 0) என 
வரையறுக்கப்பட்டிருப்பின்‌, ழ்‌ "du, i சச ர ரர. (8) 


என்ற தொகையங்களை எடுத்துக்‌ கொள்க. 

இவைகளில்‌, குறைந்தது ஒரு தொகையம்‌ முடிவுள்ளது எனில்‌, 
யானி அ த சைக க (9) 
E E E 
என வரையறைக்க. 


(8)-ல்‌ இரு தொகையங்களும்‌ முடிவுள்ளது எனில்‌, | £ ப-ம்‌ முடிவுள்ளது. 
E 


எனவே, ஒல்‌, பூாஜப்‌ பொறுத்து, £ லெக்‌ முறையில்‌ அளக்கத்தக்கது. 
(கூட்டத்தக்கது) என்போம்‌. 
இது, ௧-ல்‌ ரக 2) என எழுதப்படும்‌. 
பூ * ற எனில்‌, [3-ல்‌ 16.8 ஆகும்‌. . 
(9)-ன்‌ மதிப்பு 4௦ அல்லது -௦௦ எனில்‌, மலக்‌ கண்ட வரையறையின்‌ படி, 1 
மிதாகையிடத்தகாததாக அமையினும்‌, -ல்‌ நீ-ன்‌ தொகையம்‌ வரையறுக்கப்படும்‌. 
3-ல்‌ 1“ன்‌ தொகையம்‌ முடிவுள்ளதாக ஆக அமைந்தால்‌. மட்டும்‌, 1-ல்‌ 1 
மிதாகையிடத்தக்கது. 
6.28. பண்புகள்‌ 
(அ நல்‌ 1 அளக்கத்தக்கது மற்றும்‌ வரம்புடையது, (12) ₹ 4௦௦ எனில்‌, 1*-ல்‌ 
te L(L). 
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(ஆ? XகE-க்கு, ௮ f(x) <b மற்றும்‌ ப(E) < +௦ எனில்‌, 
au(E) < | f du bu(E). 
E 
(இ) த-ல்‌, £ த க£().கE-க்கு, 1(%) ₹ 00) எனில்‌, 
[fay < 15 dy 
i 
(ஈ) நல்‌ 1க£(ப) எனில்‌, அனைத்து முடிவுள்ள மாறிலி க்கு, எக £(ு) 
மற்றும்‌, [cfd -௦ [fd 
E E 
உ) ம(5) - 0 மற்றும்‌ 1 அளக்கத்தக்கது எனில்‌, [ரீ 0-0. 
1ல்‌ 
(ஊ) ]13-ல்‌ 7€2த(0) , Ae M மற்றும்‌ ACE எனில்‌, A-ல்‌ 1€.6(0ம. 
8.29. நேற்றம்‌ 
(அ %-ல்‌ 1 குறைமதிப்பற்றது மற்றும்‌ அளக்கத்தக்கது. ,&€44 -க்கு, 
ஓ(A) = [ரீம்‌ என வரையறுக்கப்பட்டிருப்பின்‌, 46 -ல்‌, ட ஆனது எண்ணத்தக்க 
A 
கூட்டுச்‌ சார்பு (countably additive) சார்பாகும்‌. 
(ஆ) ஆல்‌ 1€ £(॥) எனினும்‌, மலே கூறிய முடிவு பொருந்தும்‌. 
த 
)- நிறுவ, கடின, (0 1] எனில்‌, தருது ௪ 0, 
A= ட எனில்‌, (4) - டர என நிறுவ வேண்டும்‌. 
வகை (1): ௧-ல்‌ 1 சிறப்பியல்பு சார்பு என்க, £ ௪ Kந. 
இப்பொழுது, 
p(A) = [fd = [Kg யூ 
A A 


= H(ANE) 
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OQ 
= u[(U Ap) EI 
n=] 
0 9. 
“ய U கேடா) 
n=] 
ஜெ 
=} மகி றம) (E-ல்‌ ப எண்ணத்தக்க கூட்டுச்‌ சார்பு! . 
n=l 
க 
= > | KE பூ 2, மகர) 
n=1A, 11-1 


n 
1-5: ) 0162 ஒரு எளிய சார்பு. 
1 14 
11 ரு 
p(A)= [58௪ இ வக ௩8) 
A 1] 
n ௦0 
5 62 ப்‌ ய U (An ME) 
11 n=l 


பி பி (கட) 
= Ye u(A, OE. 
ro 5“! 


> 2௨ WAnAE 
= ௦: பூ ME.) 
n=li=11 1 
ட 
= 2 J sdu= 2) (Ap) 
1-1 க n=] 
வகை (3): 
(1) 05 <f என அமையும்‌ அனைத்து அளக்கத்தக்க எளிய சார்பு 5-க்கு, 
௦0 00 ௦0 
1800-5; J sds > | fdu= > (Ap) 
A nFf1A n=1A nf] 


n n 
11ம்‌ sup 1(8) 
[ 


த ந 5 


> A) >. Ap) வ (10) 
2 
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ஏதேனும்‌ ஒரு 1-க்கு, (ஆட) “* 1௦, ஒஓ(A) 2 ஓ(Aட) என்பதால்‌, 
oO 
(3) - 2 (An): 
nD 


(2) அனைத்து ॥-க்கு, (&,) * 1 ௦௦ என்க. 


0(&)- | fd, p(Az) = | fd 
A A 
| ள்‌ 

82 0 மகொடுக்கப்பட்டிருப்பின்‌, 0 ₹ 8 ௩ £ என அமையும்‌ 8 என்ற அளக்கத்தக்க 
சார்பை, | 882 | fdu-e, 

A A 

| | 
| 2 | 7000-6 எனத்‌ தேர்ந்தெடுக்கலாம்‌, 
A 

2 2 

எனவே, (யத்‌) == | fdu 
A 


IV 
ணட 
A 
[அனை 

லை 


AVA, 


|sdu4 | sdp 

Al A 

| 1-4 | fdy - 2 

க ந 
(A) + p(As) - 2€ 

எனமவ, 0(A1A) 2 ஓ(Aj) + p(Aஃ). 


IV 


ஆகையால்‌, அனைத்து 1-க்கு, ஒ(A| ... A) 2 (A) * ... * ஓ(Aa). 
AD AV... UA என்பதால்‌, ஓ(A) 2 (க + ... + (A). 


அதாவது, (4) 2 2 #(An) ண்‌ (11) 
nn 


(10). (11 இணகளிகிநந்த ஒ(A)- 3, ஒக), 
2 
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(அ) %-ல்‌ [க £(॥) என்க. 
[fdu= [f du - [ரீ மே 
A A A 
[ர மற்றும்‌ £ இவைகளுக்கு, (௮)-ஐப்‌ பயன்படுத்த, 44 -ல்‌ ஓ எண்ணத்தக்க 
கூட்டுச்‌ சார்பாக அமையும்‌. 
8.30. கிளைத்மதற்றம்‌ 
Ae, BcA மற்றம்‌ (A - B) = 0 எனில்‌, | [0 - | fd 


நிறுவல்‌: 
A = BU(A-B) > ¢(A) = ¢(BU(A-B)) 
= 0(B) + ¢(A-B) 
[fd [faw+ jf fay |fdy, (u(A-B)=0> | fdp=0) 
A B A-B B A-B 


குறிப்பு 

(அ) மேலைக்‌ கண்ட கிளைத்தேற்றம்‌, தொகையிடலில்‌, அளவை பூஜ்யம்‌ உள்ள 
கணங்கள்‌ புறக்கணிக்கத்‌ தக்கவை என்பதை எடுத்துக்காட்டுகிறது. 

(ஆ 1009) - 2001 என்ற கணத்தின்‌ அளவை பூஜ்யம்‌ எனில்‌, 
அதனை, [:-ல்‌ 1- ஐ என எழுதுவோமானால்‌, 

1) fof | 

(2)f~gDg~I 

(3)f~g,g~h>t~h 
அதாவது, - என்ற உறவ, சமான (Equivalencc) உறவு ஆகும்‌. 

(இ)த-ல்‌ 1 உ எனில்‌, 8-ன்‌ அனைத்து அளக்கத்தக்க உட்கணத்திற்கு, 


| 8 -* [ ஓய என அமையும்‌. (இரு தொகையங்களும்‌ இருக்கும்‌ எனில்‌] 
A A 
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(ஈ) அனைத்து XE - A-க்கு, 1 என்ற பண்பு இருக்கும்‌, மற்றும்‌ (A) ஈ 0 
என அமையும்‌ எனில்‌, 1-ல்‌ P ஆனது அநேகமாக எல்லா இடங்களிலும்‌ (81108 
everywhere) உண்மையாக இருக்கும்‌ என்போம்‌. 

3-ல்‌ fக£(ப) எனில்‌, 13-ல்‌ 106) ஆனது அநேகமாக எல்லா இடங்களிலும்‌ 
முடிவுள்ளது (finite almost everywhere) ஆக இருக்கும்‌. 


8.31. தேற்றம்‌ 
5-ல்‌ [£,£(00) எனில்‌, 1-ல்‌ | [1€.8() மற்றும்‌ ! | 1 ம] ௨ ற்‌ [| ம 
E . 


நிறுவல்‌: 

A ~ {xeE: f(x) 20} 

B - {xeE: f(x) <0} எனில்‌, த = AUB மற்றும்‌ ANB = 0. 
தேற்றம்‌ 8.29-ன்‌ படி, 
[Fld {fd ய்ய 


frau + [frau 
A B 
எனவே, 15-ல்‌ | ! 6 £(ப). 


f<|f| > [faux [|fldu 
E E 
421112 -[fdux< [|fldu 
E E 
வ்‌ ணை ஆய 
1: 3 
[Flan = [மேச [11] ய 
[்‌ E I: 


=> Ijfdu|s< f|f|du. 
E E 
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குறிப்பு: 

(“ன்‌  தொகையிடத்தக்கதாக அமையின்‌, [ரி-ம்‌ தொகையிடத்தக்கதாக 
அமைவதால்‌, லெபேக்‌ தொகையம்‌ தனி ஒருங்கு தொகையம்‌ என்று (absolutely 
convergent integral) அழைக்கப்படும்‌. 

8.32. தேற்றம்‌ 

3-ல்‌ £ அளக்கத்தக்கது, | [| ௩ ஐ மற்றும்‌ -ல்‌ ஜக£(ப) எனில்‌, ந-ல்‌ 
ie Lu). 
நிறுவல்‌: 

[' 51112 மற்றும்‌ [3] [| ஐ என்பதால்‌, 

[1 மே < [8 மே 100 


[f ₹]2ய1₹௦ 
1: i: 
எனவே, [|fldy- [Fay - [fF dW <o. 
1: i i: 
ஆகையால்‌, 1-ல்‌ [க£(). 


8.33. லெடபக்‌ ஒரு போக்கு ஒருங்கல்‌ தெற்றம்‌ 
(I ebcsguc’s Monotone Convergence Theorem) 
AeM என்க. (1, என்பது, 0 ௩ £((%) < f(x) 2 ..., (xEE) என 


அமையும்‌ அளக்கத்தக்க சார்புகளின்‌ தொடர்வரிசை என்க. 
[ என்பது, 1௯௯ எனில்‌, ,(%) ௪ 1(%), (8615) என வரையறுக்கப்படுகிறது 


எனில்‌, 1-௦ எனில்‌, | (, பழ | [ய 
6 i: 


நிறுவல்‌: 
0100-1099 ₹....0619)20-₹ [1 511 dus... 
| E E 
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எனவே, { | £4 பே ஆனது ஒருபோக்கு ஏறும்‌ மெய்‌ எண்களின்‌ தொடர்வரிசை. 
[5 
மேலும்‌, யு 10%) - 1000) என்பதால்‌, கொடுக்கப்பட்ட 8 2 0-க்கு, | என்ற 
இயல்‌எண்‌, அனைத்து ௩2 க்கு, (1,0) - 10) ₹ 8 என இருக்கும்‌. 
அதாவது, அனைத்து 12 க்கு, £(%) - ௧ ௩ £;(%) ௩ (%) * 6 என இருக்கும்‌. 
ஆ கே, [in du < ப்‌ 
{| ட பெ) வரம்புடைய தொடர்வரிசையாக அமையும்‌. 
F 
1௯௦ எனில்‌, | £4 பப ௦ என்க. 
E 
அடுத்ததாக, ௦ - | ரீ பூ என நிறுவுவோம்‌. 
E 
| படம்‌ - அ | 2 
[in du < த்‌ என்பதால்‌, வட்ட | 1) dau Ldn 


Sas [fa OOOO (11) 


மனி 


௦ என்பது, 0 10 ₹ 1 என அமையும்‌ எண்‌ என்க. 5 என்பது, 0 ₹ 8] என 
இருக்கும்‌ எளிய அளக்கத்தக்க சார்பு என்க. 

lp 0002060200), (nT 1,2, ...) என்க. 

0₹100 < 12%) 5 ..., (XxEE) என்பதால்‌, 


oO 
FE, cE; 1௨... மற்றும்‌ E = எக i (12) 
| 9 இலி 


(௯௦ எனில்‌, 2  £(X)) 


அனைத்து நக்கு, |, மே2 [| fயெ2 [| ய | sd----- (13) 
E En in En 


9.9 
மிதாகையம்‌ அளக்கத்தக்க கூட்டுக்‌ கணச்சார்பு மற்றும்‌ 13 - பற என்பதால்‌, 
18 


(13)-ன்‌ தொகையத்தில்‌, தேற்றம்‌ 8.3 பயன்படுத்த, 
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ற 11 du<c | say 
“n 


அதாவது, ௩2 ௦ | 5 
| ர்‌ 


11 
௦21 எனில்‌ 62 [sd தல்‌ ள்‌ ட... (14) 
i I 
1 ப்பூ ஓழு 1 (5) என்பதால்‌, 
0 <f ப்‌ 
a2 sup IgG) - ந்‌ டீ ப்‌ தனு (15) 


0<s ஏ 
(11), (15)-ல்‌ இருந்து, 0 டி 


அதாவது, 1௯௦ எனில்‌, | f, மம | fu 
i ட்‌. 


6.34. மதேற்றம்‌ க்‌ 
f= 1 ர” 1 எனக. [*-ல்‌, 1. 1 ௪ (ய எனில்‌, fe£(L) மற்றும்‌ i 
[fan = [8 du + [f,du 
நிறுவல்‌: E ப்‌ 
நிறுவல்‌: 
வகை (1): ti 20,1520 என்க. 
அர்‌, % என்பன எளிய “பபண்‌ எனில்‌, அவைகளின்‌ வரையரைப்‌ படி 


| f ல = | 1ம்‌ du என்பது எளிதாகப்‌ பெறப்படும்‌. 


(ஆ) 11; ௩ என்பன எளிய சார்புகள்‌ அல்ல எனறு {Sh i: (5 i என்ற குரை 
மதிப்பற்ற அளக்கத்தக்க எளிம்‌ ள்ர்புகளின்‌ ஒரு போக்கு, ஏறும்‌ தி வது 
ர 6-க்கு முறைய ஒருங்குமாறு காண்க. A 

தேற்றம்‌ 8.25-ன்‌ படி, இது சாத்தியமாகும்‌. 


8 5 5% என்க. எனவே, 12௦ எனில்‌, (8) - 1) = ம 
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ஆகையால்‌, [89 ழே [9 பே4 [5 ப 
1: E F 


1௦ எனில்‌, [58 பெ | 1 யே, 
[உ மே [1 du 
E E 


எனவே, [5 பே If du * 135 பப 
E E 


E 
ஆனால்‌, ப்ர ட்‌ தத | {du 
ஆகவே, [10 [fd [£, யே 
1 நி 1. 
வதை (2): ர 20, ₹0 என்க. 
A = ix: (x) 2 0}, B= {x: f(x) < 0} எனில்‌, கால்‌ மர, நி என்பன 
குறைமதிப்பற்றவை. 
&-ல்‌ வகை (1)-ஐப்‌ பயன்படுத்த, 
| மே [faut (17) dui [fap - [Lda O00 (16) 
A A A A A 
இதைப்போலவே B-ல்‌ 1, ரி) மற்றும்‌ -8; என்பன குறைமதிப்பற்றவை. 
எனவே, | (12) மே If du + [ (-f) du 
13 B B 
அதாவது, [1 பூ * | ரீப்ப - ததை (17) 
13 B [3 
(16), (17) இவைகளைக்‌ கூட்ட, 
[dwt [2 du (Ffdu+ [கட (1, மே [6 40) 
A! நீ! A B A 2H" 
அல்லது, | 1, பப ௪: ( நி- [£ மெ 
] F LE 


& ]1ழே- 11 du + [ந du 
E E os 
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வகை (3): 
பொதுவான வகையில்‌, -ஐ ந, (1 £- 1, 2, 3, 4) என நான்கு கணங்களாக, 
ஒவ்வொன்றிலும்‌ 1((%), 1௨%) என்பன மாறிலிக்‌ குறிகளைப்‌ மிபற்றிருக்குமாறு 
பிரித்துக்‌ கொள்க. 
மேலே நிறுவப்பட்ட வகைகளின்‌ படி, 
[ப்ப | யே! மே (1,234) 
] | | 
இந்த நான்கு சமன்பாடுகளையும்‌ கூட்ட, 1 பே | f du + | 1, du 
8.35. மதற்றம்‌ 
eM என்க. (1) என்பது குறைமதிப்பற்ற அளக்கத்தக்க சார்புகளின்‌ 


OQ 
மிதாடர்வரிசை மற்றும்‌ ர்‌) ௪ on (ஏ), % € E) எனில்‌, 
n- 


oO 
|fdw- > [fa du 
1--1]3 


|: 
நிறுவல்‌: 
1] 
N(x) = >, ட என்க. 
1-1 
அனைத்து 1, 2 0 எனில்‌, (8, என்ற பகுதிக்கூடுதலின்‌ தொடர்வரிசையாக 
அமையும்‌, மேலும்‌, ற 6 எனில்‌, 8,(2) 2 100), 661) 


லெக்‌ ஓரு போக்கு ஒருங்கல்‌ தேற்றம்‌ பயன்படுத்த, 
mn IS, யெ ப்‌ 


ர 
Ip 
பகி 


௦0 
அதாவது, 2 பயமே 11] 
5-1] 1 


மிமய்பெண்‌ பகுப்பியல்‌ 5 


8.36. .. மபட்டாவின்‌ மதற்றம்‌ (Fatou’s Theorem) 
நகர என்க. 1). என்பது குறைமதிப்பற்ற அளக்கத்தக்க சார்புகளின்‌ 
மிதாடர்வரிசை மற்றும்‌ 1(%) ௪ சபரு inf {n(x}, (2219) எனில்‌, 
க < im in ப. 
நிறுவல்‌; 
॥- 1, 2,... மற்றும்‌ %€1:-க்கு, (3) - 111 120), (1 2 ॥) என்க. 
எனவே, (இ) 1-ல்‌ ஐ, அளக்கத்தக்கன 
(அ) 05௨0052010) 5... 
இர ஐ) 50 
॥ ௯ ௦ எனில்‌, ஐ(3) 10%) ஆகும்‌. 
ஆகையால்‌, லெபேக்‌ ஒருபோக்கு ஒருங்கல்‌ தற்றத்தைப்‌ பயன்படுத்த, 
1-2 எனில்‌, [ஐ பெ [fap 
E E 
எனவே, சப்பி | 2n dh த ஆகும்‌. 


மேலும்‌, (இ) ஆனது, | ஜி மே₹ [1 ப என்பதைத்‌ தரும்‌. 
E FE 
ஆகையால்‌, ற மாம்‌ | en du < lim inf | fy du 
55 A < ட்ட nt 1 du 
8.37. லெடபக்‌ மேலாண்மை ஒருங்கல்‌ மதற்றம்‌ 
(Lebesgue’s Dominated Convergence Theorem) 


EeM என்க. {1} என்பது அளக்கத்தக்க சார்புகளின்‌ தொடர்வரிசை, 


1௯ எனில்‌, £,(X)  £(x), (xeE). 
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E-ல்‌ ஜக £(॥) என்ற சார்பு, | நய [5 2039), ----- (18) 
(௪ 1, 2, ... ) என அமையின்‌, im in du - ம்‌ 

பண்பு (18)-ன்‌ படி, {1 ஆனது த “ஆல்‌ மேலாண்மையாக உள்ளது. 
நிறுவல்‌: 

[3-ல்‌ gef(u) மற்றும்‌ | £4) | < g(x), ௩- 1, 2, ... , 615) என்பதால்‌, 
தேற்றம்‌ 8.32-ன்‌ படி, 13-ல்‌ f,€£(ம), (॥ * 1,2, ... ). மேலும்‌, ௧-ல்‌ fe (ம). 
xeE-கக, | fi(x) |< (x) > - g(x) 3106) < 8(X), XEE. 

௯ £,(X) + g(%) 2 0 மற்றும்‌ ஐ(*) —£,(%) 20 

ஆகையால்‌, 11 4: 2) மற்றும்‌ (த - ரூ; என்பன குறைமதிப்பற்ற அளக்கத்தக்க 
சார்புகளின்‌ தொடர்வரிசைகள்‌. மமலும்‌, ப்ப (£, + g)(x) = (£ + g)(%), 615. 
.பட்டாவின்‌ தேற்றம்‌ 1, * ஐுக்குப்‌ பயன்படுத்த, 

A+ ஐ ய்‌ படு inf [Cn + ஐ du ல (19) 
அதாவது, | 1 ப < ப, inf in du 

இதைப்‌ போல்‌, ஐ - 1, 2 0 மற்றும்‌ ம்ம (2-1)-த-ர்‌ 

.. பெட்டாவின்‌ தேற்றம்‌ ஐ - 1, “க்குப்‌ பயன்படுத்த, 

[மடு மக நிர எ] பரு ய்‌ 

ப்‌ < lim int [- {fn dy | 


> 1 dh 00000 பெய 
அதாவது, | fdu > சப்பு sup i f, பே (20) 


(19), (20)-ல்‌ இருந்து, ற. [ 8 du = [ £ ப்ப ஆக இருக்கும்‌. 
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8.38. கிளைத்ததேற்றம்‌ 

W(E) < +௦, [8-ல்‌ (ம) சீராக வரம்புடையது மற்றும்‌ 13-ல்‌ 1%) ௯ 100) 
எனில்‌, சப்ரி [fd | fdu. 

E FE 

நிறுவல்‌: 

(1.3. சீராக வரம்புடையது என்பதால்‌, அனைத்து க்கு, M என்ற எண்‌, 
வ) <M, மேட, ௩-1, 2...) எனுமாறு இருக்கும்‌. மேலும்‌, [3-ல்‌ Me £(ப). 
மலபேக்‌ மேலாண்மை ஒருங்கல்‌ தேற்றம்‌ பயன்படுத்த, சப்ப i f, du இ ப. 


8.7. பயிற்சி வினாக்கள்‌ 
1. நிறுவுக. 
(அ) R'-ன்‌ ஒரு புள்ளியின்‌ லெட்பக்‌ அளவை பூஜ்யம்‌. 
(ஆ) எண்ணத்தக்கப்‌ புள்ளிகளின்‌ கணத்தின்‌ லெபேக்‌ அளவை பூஜ்யம்‌ 
(இ) R-ன்‌ ஒரு நேர்கோட்டின்‌ லெபேக்‌ அளவை பூஜ்யம்‌. 
(ஈ) ஒரு காண்டார்‌ கணத்தின்‌ மிலமபக்‌ அளவை பூஜ்யம்‌. 
2. ஒரு வரம்புடைய அளக்கத்தக்க சார்பு ஆனது, அளக்கத்தக்க சார்புகளின்‌ 
நொொடர்வரிசையின்‌ சீரான எல்லையாக இருக்கும்‌ எனக்‌ காட்டுக, 
3. 1 ஒரு அளக்கத்தக்க சார்பு, 
ஐ) 11, 1(%) ஒரு விகிதமுறா எண்‌ 
ட 1(%) ஒரு விகிதமுறு எண்‌ 


எனில்‌, ஜம்‌ அளக்கத்தக்க சார்பு எனக்‌ காட்டுக. 
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4, அளக்கத்தக்க, விரிந்த மெய்மதிப்புடைய இரு சார்புகளின்‌ பெருக்கம்‌ 
அளக்கத்தக்கது என நிறுவுக. 
5. 1 என்பது ஒரு மெய்மதிப்புடைய சார்பு, ஐ என்பது (-௦௦, ௦௦)-ல்‌ வரையறுக்கப்பட்ட 


தொடர்ச்சியான சார்பு எனில்‌, 01 அளக்கத்தக்கது என நிறுவுக. 


6. அளக்கத்தக்கக்‌ கணமாகவும்‌, போரல்‌ கணமாக அமையாத கணம்‌ உண்டு எனக்‌ 


காட்டுக. 


7. [ ஒரு அளக்கத்தக்கச்‌ சார்பு B ஒரு போரல்‌ கணம்‌ எனில்‌, 1 (3) 


அளிக்கத்தக்கக்‌ கணம்‌ என நிறுவுக. 


8. 1 என்பது ஒரு குறைமதிப்பற்ற அளக்கத்தக்க சார்பு என்க. 

(அ (ம்‌ என்ற குறைமதிப்பற்ற எளிய சார்புகளின்‌ தொடர்ஹிசையை, அதன்‌ 
ஒவ்வொரு உறுப்பின்‌ மதிப்பும்‌, முடிவுள்ள அளவை உடைய கணத்திற்கு வெளியே 
பூஜ்யமாகும்‌ மற்றும்‌ £ ௪ 11 ஓ எனவும்‌ காணலாம்‌ எனக்‌ காட்டுக. 

(ஆ) ஓ. என அமையும்‌ அனைத்து எளிய சார்பு ஓ-க்கு, [f= sup JQ எனக்‌ 


காட்டுக. 

9. £.என்பது குறைமதிப்பற்ற, தொகையிடத்தக்க, எளிய சார்பு, | 1-0 எனில்‌, 
10 8.0. என நிறுவுக. 

10. *$ தொகையிடத்தக்கது, ஐ அளக்கத்தக்கது, த * £ ௨.6. எனில்‌, இ 
மிதாகையிடத்தக்கது மற்றும்‌ [ப்ப] ஐ ப என நிறுவுக. 

11. [ தொகையிடத்தக்கது, ஐ ஒரு எளிய சார்பு, [ப] 2] ஓடே) எனில்‌, 2 
மிதாகையிடத்தக்கது என நிறுவுக. 
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12. 1 தொகையிடத்தக்கது, மற்றும்‌ அனைத்து அளக்கத்தக்கக்‌ கணம்‌ A-க்கு, 

| சீர்ூ20 எனில்‌, £2 0 ௮.௪. என நிறுவுக. 

13. (1) என்ற தொகையிடத்தக்க சார்புகளின்‌ தொடர்வரிசை 1-க்கு சீராக 
ஒருங்குகிறது, ஆனால்‌, ரீ தொகையிடத்தக்கதல்ல என நிறுவுக. 

14. R'-ல்‌ வரையறுக்கப்பட்ட ஒரு போகு சார்பு லெபேக்‌ அளக்கத்தக்கது என 
நிறுவுக. 

15. [5-ல்‌ [680 1-ல்‌ 2 வரம்புடைய அளக்கத்தக்க சார்பு எனில்‌, 1-ல்‌, 
[௨க1.(ஸ) என நிறுவுக. 

16. %-ல்‌ 1 ஜக£(ப) என்க. 1, ஐ இவைகளுக்கிடையேயான தூரம்‌ 

[%(£ீ- ஐ) ப. என வரையறுக்கப்படின்‌, (ய) ஒரு முழு யாப்புவெளி என நிறுவுக. 
17. 1 என்ற மெய்ப்புனை சார்பு அளக்கத்தக்கதாக அமையத்‌ மதவையான மற்றும்‌ 
போதுமான நிபந்தனை: தளத்தில்‌ அனைத்து திறந்த கணம்‌ V-க்கு, 1 (VY 
அளக்கத்தக்கதாக அமைதலாகும்‌ என நிறுவுக. 

18. (1) என்ற குறைமதிப்பற்ற அளக்கத்தக்கச்‌ சார்புகளின்‌ தொடர்வரிசை ர்‌ என்ற 
சார்புக்கு ஒருங்குகிறது. அனைத்து ஈக்கு, ரீ, & ரீ எனில்‌, ] £ ௪ 11 | £, எனக்‌ 


காட்டுக. 


93% 33% 23% %%% 
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குறியீடு 
INDEX 


அற ஒருங்கல்‌ 
தனி மதிப்பு 


கூட்டத்தக்கச்‌ சார்பு 
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- அனைத்து ஆனால்‌ முடிவுள்ள அநேக-50 


- அநேகமாக எல்லா இடங்களில்‌ - 


ஒன்றாடத்‌ தொடர்‌ 


அதிகபட்ச எண்ணத்தக்க கணம்‌- 


அடிக்கணம்‌ 

பொரல்‌ கணம்‌ 
வரம்புடைய தொடர்வரிசை 
வரம்புக்குட்பட்ட ஒருங்கும்‌ 
காண்டா கணம்‌ 

செவ் வெண்‌ 

காஷியின்‌ தொடர்வரிசைகள்‌ 
சிறப்பியல்பு சார்பு 

சங்கிலி விதி 

மூடிய கணம்‌ 

கச்சிதகணம்‌ 

ஒப்பிட்டுச்‌ சோதனை 

முழு யாப்பு வெளி 


பெய்ப்புனை புலம்‌ 
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வகையிடல்‌ க 
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திசைசார்‌ வகையீடு 5! 237 
பிதொடர்ச்சியின்மை - 118 
பிரிநிலை - 19 

பொது உறுப்பற்ற - 44 

பிதாடக்க நிலை கணம்‌ - 286 
கணக்கெடுப்பு - 303 
சம தொடர்ச்சி - 216 
நிகழ்ச்சி - 300 


விரிந்த மெய்யெண்‌ தொகுப்பு - 4 
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புலம்‌ 

முடிவுள்ள கணம்‌ 
முடிவுள்ள அநக பல 
வரம்புறு மாறல்‌ சார்புகள்‌ 
சாய்வு விகிதம்‌ 

மீப்பெரு கீழ்வரம்பு 


உயர்வரிசை வகைக்கெழுக்கள்‌ 


கருதுகோள்‌ 

முடிவிலா கணம்‌ 
மிதாகையுறு 

பகுதி வழித்‌ தொகையிடல்‌ 
தொகைப்பான்‌ 

உட்புள்ளி 

தனித்தப்புள்ளி 

மீச்சிறு மேல்வரம்பு 
லெக்‌ அளவை 
இடக்கை வகைக்ககெழு 
எல்லைப்‌ புள்ளி 

மநரியல்‌ கூட்டு 

மநரியல்‌ உருமாற்றம்‌ 
இடம்‌ சார்ந்த பெருமம்‌ 
இடம்‌ சார்ந்த சிறுமம்‌ 

:- கண்‌ அறை 

சராசரி ஒருங்கல்‌ 
இடைநிலை மதிப்புத்‌ தேற்றம்‌ 
அளக்கத்தக்க வெளி . 
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right derivativg. 
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summation by parts 


symmetric difference 


- Taylor’s Theorem 
total variation 


uncountable set 
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. uniform contin 
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schwarz inequality ட ஸ்குவார்ஸ்‌ சமனின்மை ப 
segment - துண்டு. I - 
self-adjoint - தன்‌ இணைப்பு ட 
separated sets - பிரிக்கப்பட்டக்‌ கணங்கள்‌ * 
sequence - தொடர்‌ வரிசை + 
set function - கணச்‌ சார்பு 12 7100 
simple function | - எளிய சார்பு I ot 

- Span - அளாவல்‌ கய்‌ 

‘standard basis - திட்ட அடிக்கணம்‌ ந, 
Stone Weicrstrass Theorem . ..- ஸ்டோன்‌ வயிஸ்ட்ராஸ்‌ தற்றம்‌...-. 2 
subsequences - துணைத்தொடர்வரிசைகள்‌ 3 
subsequential limit - துணைத்‌ தொடர்பு எல்லை ஈவு 


- பகுதி பகுதியாகக்‌ கூட்டல்‌ ' 


வ மய. சமச்சீர்‌ வேறுபாடு r 


“2. டெய்ஹின்‌ தேற்றம்‌ ம 
- மிமாத்த மாறல்‌ | Af 


_ எண்ணிட முடியாத கணம்‌. 5 


த்‌ . ுச்ருமீராக மூடிய ன்‌ 


தட்ட வயு a ல்‌ கள்‌ ர ar 
vector space. OUP Al KA திசையன்‌ மிவளி ட்ட 
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4, ரான அடைப்பு. “ஹத 
சீரான மிொடர்ச்சி- ப பதி 


